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♣❡✐♦❞✮✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✶✹✽
✾
✺✳✶✺❊✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡ηFz
❛♥❞❤❡❧✐♣❛✐♦Λt✱❛✈❡❛❣❡❞❞✉✐♥❣❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✱✉✐♥❣
❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②♦❢✵✳✷Hz❛♥❞❛❛♠♣❧✐♥❣♣❡✐♦❞♦❢✶✵
ms✭✺✵✵❛♠♣❧❡♣❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✮✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✶✹✾
✺✳✶✻❊✐♠❛✐♦♥♦❢p1❛♥❞z1✱✉✐♥❣❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②♦❢✶✵Hz
❛♥❞❛❛♠♣❧✐♥❣♣❡✐♦❞♦❢✷✵✵µs✭✺✵✵❛♠♣❧❡♣❡ ♠♦❞✉❧❛✐♦♥
♣❡✐♦❞✮✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✶✺✶
✺✳✶✼❊✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡ηFz
❛♥❞❤❡❧✐♣❛✐♦Λt✱❛✈❡❛❣❡❞❞✉✐♥❣❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✱✉✐♥❣
❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②♦❢✶✵Hz❛♥❞❛❛♠♣❧✐♥❣♣❡✐♦❞♦❢✷✵✵
µs✭✺✵✵❛♠♣❧❡♣❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✮✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✶✺✷
✺✳✶✽❊✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡ηFz
❛♥❞❤❡❧✐♣❛✐♦Λt✱❛✈❡❛❣❡❞❞✉✐♥❣❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✱✉✐♥❣
❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②♦❢✶✵Hz❛♥❞❛❛♠♣❧✐♥❣♣❡✐♦❞♦❢✶✵
µs✭✶✵✵✵✵❛♠♣❧❡♣❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✮✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✶✺✸
✶✵
▲✐ ♦❢❆❜❜❡✈✐❛✐♦♥
A0❣❡♥❡✐❝❛♠♣❧✐✉❞❡✳✶✷✹✕✶✷✻
❆❇❙ ❆♥✐✲❧♦❝❦❇❛❦✐♥❣❙②❡♠✳✶✱✷✷✱✷✻✱✷✼✱✸✸✱✼✸✱✶✶✶
❆❈❈ ❆❞❛♣✐✈❡❈✉✐❡❈♦♥♦❧✳✶✱✶✶✶
accx♠❡❛✉❡♠❡♥♦❢❤❡❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡❛❧♦♥❣❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❞✐❡❝✐♦♥♦❢❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✳✼✸✱✼✺✱✼✻
accz♠❡❛✉❡♠❡♥♦❢❤❡❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡❛❧♦♥❣❤❡✈❡ ✐❝❛❧❞✐❡❝✐♦♥♦❢❤❡✈❡✲
❤✐❝❧❡✳✼✹✱✼✺
α ❧✐♣❛♥❣❧❡♦❢❤❡②❡✳✹✹✱✹✼✱✺✷
❆❙❘ ❆♥✐✲❙❧✐♣❘❡❣✉❧❛✐♦♥✳✶✱✷✷✱✷✻✱✷✼✱✶✶✶
awz ❧✐♥❡❛❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡✇❤❡❡❧❛❧♦♥❣✐ z❛①✐✱❡❢❡❡❞ ♦❛♥✐♥❡✐❛❧
❢❛♠❡✳✼✶✱✼✷
❇❊❱ ❇❛ ❡②❊❧❡❝ ✐❝❱❡❤✐❝❧❡✳✶✼✱✷✶✕✷✹✱✷✻✱✷✼✱✸✸✱✸✹✱✸✽✕✹✵✱✼✵✱✼✸
❈❆◆ ❈♦♥ ♦❧❡❆❡❛◆❡✇♦❦✳✽✺✱✶✵✵✱✶✵✶✱✶✵✸✱✶✵✼✱✶✵✽
❈● ❝❡♥❡♦❢❣❛✈✐②✳✻✻
❈♦♠♣❛❝❘■❖ ❤❡❞❡✈✐❝❡❢♦♠◆❛✐♦♥❛❧■♥ ✉♠❡♥ ✉❡❞♦♥❤❡ ✉❛❞❜✐❦❡
♦❝♦♥♦❧❛❧✐ ❢✉♥❝✐♦♥❛❧✐✐❡✳✽✸✱✽✼✱✾✼✱✶✵✵✱✶✵✸✱✶✵✼✱✶✺✾
∆θ❡♦✐♥❤❡♣✐❝❤❛♥❣❧❡✳✼✺
e♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧❝♦♥❛♥✱❛❧♦❝❛❧❡❞❊✉❧❡✬♥✉♠❜❡✭≈2.71✮✳✶✷✺
❊❙❈❊❧❡❝ ♦♥✐❝❙❛❜✐❧✐②❈♦♥♦❧✳✶✱✷✷✱✷✻✱✷✼
η❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❝♦❡✣❝✐❡♥ ♦❢❢✐❝✐♦♥♦✈❡ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦✳✸✼✱
✸✽✱✶✶✻✱✶✶✾✕✶✷✸✱✶✷✼✕✶✸✵✱✶✸✷✱✶✸✸✱✶✸✻✱✶✹✵✕✶✹✸✱✶✹✺✱✶✺✵✱✶✺✸✕✶✺✺
Fd❞✐✈✐♥❣❢♦❝❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱✐♥❝❧✉✐✈❡♦❢❛♥②❡①❡♥❛❧❢♦❝❡✳✶✶✹
Fext❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❜♦❞②♦❢❤❡❝❛✐♥❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❞✐❡❝✐♦♥✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣❤❡❡✛❡❝♦❢❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡✳✻✽✱✼✻✱✶✶✸✱✶✶✹✱✶✶✻✕✶✶✾✱
✶✷✷✱✶✺✺
fext ♠❛❧ ✐❣♥❛❧♦❢❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❜♦❞②♦❢ ❤❡❝❛ ✐♥❤❡
❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❞✐❡❝✐♦♥✳✶✶✽✕✶✷✷
✶✶
❋■❋❖❋✐ ■♥❋✐ ❖✉ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✐♦♥ ✉❝✉❡✳✶✵✵✕✶✵✷
Fm ♦❛❧♠♦✐✈❡❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧✳✶✶✹✱✶✶✻✕✶✷✵✱✶✷✷✱✶✺✺
fm ♠❛❧ ✐❣♥❛❧♦❢❤❡♦❛❧♠♦✐✈❡❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧✳✶✶✽✕✶✷✶✱✶✷✸✕
✶✸✵
❋ ●❆ ❋✐❡❧❞✲ ♦❣❛♠♠❛❜❧❡●❛❡❆❛②✳✽✱✽✺✱✾✵✱✾✸✱✾✹✱✾✼✱✾✽✱✶✵✵✱✶✵✶✱
✶✹✵✱✶✺✹
❋❚ ❋✐❧❡❚❛♥❢❡ ♦♦❝♦❧✳✶✵✵
Fw ❞✐✛❡❡♥❝❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧❛♥❞❤❡ ❛❝✐✈❡
❢♦❝❡✱❡♣❡❡♥✐♥❣❤❡♦♥❧②❢♦❝❡♦♣♦❞✉❝❡❤❡❛♥❣✉❧❛❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢
❤❡✇❤❡❡❧✳✶✶✹
FX ❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞❜②❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛❧♦♥❣❤❡X❛①✐✳✻✻✕✻✽✱✶✶✸
FFLX ❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❧❡❢❢♦♥✇❤❡❡❧❛❧♦♥❣ ❤❡X❛①✐✳✻✼
FFRX ❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✐❣❤❢♦♥✇❤❡❡❧❛❧♦♥❣ ❤❡X❛①✐✳✻✼
FRLX ❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❧❡❢ ❡❛✇❤❡❡❧❛❧♦♥❣ ❤❡X❛①✐✳✻✼
FRRX ❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✐❣❤ ❡❛✇❤❡❡❧❛❧♦♥❣ ❤❡X❛①✐✳✻✼
Fx❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞❜②❤❡❣♦✉♥❞♦❤❡ ②❡❛❧♦♥❣❤❡x❛①✐✳✷✹✱✷✺✱✹✹✱✻✼✱
✶✶✸✱✶✶✹✱✶✶✻✕✶✷✵✱✶✺✺
fx ♠❛❧ ✐❣♥❛❧♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡✳✶✶✽✱✶✶✾
FY ❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞❜②❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛❧♦♥❣❤❡Y❛①✐✳✻✻
Fy❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞❜②❤❡❣♦✉♥❞♦❤❡②❡❛❧♦♥❣❤❡y❛①✐✳✹✹✱✺✹
FZ ❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞❜②❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛❧♦♥❣❤❡Z❛①✐✳✻✻
fz ♠❛❧ ✐❣♥❛❧♦❢❤❡❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡②❡❛❧♦♥❣✐ z❛①✐✳✶✶✾
FFLz ❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❣♦✉♥❞❛ ❤❡❝♦♥❛❝♣♦✐♥✇✐❤❤❡❧❡❢❢♦♥✇❤❡❡❧
❛❧♦♥❣✐ z❛①✐✳✻✼
FFRz ❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦ ❤❡❣♦✉♥❞❛ ❤❡❝♦♥❛❝ ♣♦✐♥ ✇✐❤ ❤❡ ✐❣❤❢♦♥
✇❤❡❡❧❛❧♦♥❣✐ z❛①✐✳✻✼
FRLz ❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❣♦✉♥❞❛ ❤❡❝♦♥❛❝♣♦✐♥✇✐❤❤❡❧❡❢ ❡❛✇❤❡❡❧
❛❧♦♥❣✐ z❛①✐✳✻✼
FRRz ❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❣♦✉♥❞❛ ❤❡❝♦♥❛❝♣♦✐♥✇✐❤❤❡✐❣❤❡❛✇❤❡❡❧
❛❧♦♥❣✐ z❛①✐✳✻✼
✶✷
▲■❙❚❖❋❆❇❇❘❊❱■❆❚■❖◆❙
FSUZ ❢♦❝❡❣❡♥❡❛❡❞❜②❤❡✉♣❡♥✐♦♥✉♥✐❛❧♦♥❣❤❡Z❛①✐✳✼✶✱✼✷
Fz❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞❜②❤❡ ②❡♦❤❡❣♦✉♥❞❛❧♦♥❣❤❡z❛①✐✳✷✺✱✹✹✱✺✹✱✺✾✱
✻✾✕✼✷✱✶✶✹✱✶✶✾✕✶✷✸✱✶✷✼✕✶✸✵✱✶✸✷✱✶✸✸✱✶✸✻✱✶✹✵✕✶✹✸✱✶✹✺✱✶✺✵✱✶✺✸✕✶✺✺
g❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥✭≈9.8m/s2✮✳✼✶✱✼✸✱✼✹✱✼✻✱✶✷✽✱✶✸✷
γ✐♥❝❧✐♥❛✐♦♥❛♥❣❧❡♦❢❤❡②❡✳✹✹✱✺✵✱✻✷
● ❙●❧♦❜❛❧ ♦✐✐♦♥✐♥❣❙②❡♠✳✸✸
Gp(s) ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❜❡✇❡❡♥❝✉ ❡♥❛♥❞✈♦❧❛❣❡✐♥❛❝♦♥✐♥✉♦✉♠♦❞❡❧♦❢
❛❉❈♠♦♦✱❡♣❡❡♥❡❞✇✐❤▲❛♣❧❛❝❡ ❛♥❢♦♠✳✾✺
Gp(z) ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❜❡✇❡❡♥❝✉ ❡♥❛♥❞✈♦❧❛❣❡✐♥❤❡❞✐❝❡❡♠♦❞❡❧♦❢
❛❉❈♠♦♦✱❡♣❡❡♥❡❞✇✐❤③✲ ❛♥❢♦♠✳✾✻
gyry♠❡❛✉❡♠❡♥♦❢❤❡❣②♦❝♦♣❡❛♦✉♥❞❤❡❧❛❡❛❧❞✐❡❝✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱
❜❛✐❝❛❧②❤❡♣✐❝❤♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳✼✺
hCG ❤❡✐❣❤♦❢❤❡❝❡♥ ❡♦❢❣❛✈✐②♦❢❤❡♣✉♥❣♠❛ ✱❡❧❛✐✈❡❧②♦♦❛❞♣❧❛♥❡✳
✻✾✱✼✵
■❈❊❱■♥❡♥❛❧❈♦♠❜✉ ✐♦♥❊♥❣✐♥❡❱❡❤✐❝❧❡✳✷✶✕✷✸✱✷✻✱✸✵✱✸✸✱✸✹
■▼❯■♥❡✐❛❧▼❡❛✉❡♠❡♥❯♥✐✳✷✵✱✷✷✱✸✹✱✹✵✱✻✺✱✼✶✕✼✸✱✼✻✱✼✾✱✽✼✱✾✽
■❚❙■♥❡❧✐❣❡♥❚❛♥♣♦ ❙② ❡♠✳✽✱✶✼✱✹✵✱✻✺✱✼✼✱✼✾✱✽✵✱✶✵✽✱✶✺✼✱✶✺✾
Iwy ♠♦♠❡♥ ♦❢✐♥❡✐❛♦❢❤❡✇❤❡❡❧❛♦✉♥❞✐ y❛①✐✳✻✼✱✻✽✱✶✶✸✱✶✶✹✱✶✸✶
j✐♠❛❣✐♥❛②✉♥✐✳✶✷✶✕✶✷✸✱✶✷✺✱✶✷✼✕✶✸✵
k1❣❛✐♥♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥ ❡❧❛❡ ♦❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✳✶✷✸
ℓ✇❤❡❡❧❜❛❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳✻✾✱✼✵
La❛♠❛✉❡✐♥❞✉❝❛♥❝❡♦❢❤❡♠♦♦✳✾✺✱✾✻
Λb ❧✐♣❛✐♦❞✉✐♥❣❜❛❦✐♥❣✳✷✹✱✹✼
ΛFL ❧✐♣❛✐♦♦❢❤❡❧❡❢❢♦♥✇❤❡❡❧✳✻✼
ΛFR ❧✐♣❛✐♦♦❢❤❡✐❣❤❢♦♥✇❤❡❡❧✳✻✼
ΛRL ❧✐♣❛✐♦♦❢❤❡❧❡❢ ❡❛✇❤❡❡❧✳✻✼
ΛRR ❧✐♣❛✐♦♦❢❤❡✐❣❤ ❡❛✇❤❡❡❧✳✻✼
✶✸
Λt ❧✐♣❛✐♦❞✉✐♥❣ ❛❝✐♦♥✳✷✹✱✷✺✱✸✻✱✸✼✱✹✼✱✻✼✱✶✶✹✱✶✶✻✕✶✷✸✱✶✷✼✕✶✸✵✱
✶✸✷✱✶✸✸✱✶✸✻✱✶✹✵✕✶✹✸✱✶✹✺✱✶✺✵✱✶✺✸✕✶✺✺✱✶✺✽
λt ♠❛❧ ✐❣♥❛❧♦❢❧✐♣❛✐♦✳✶✶✽✕✶✷✵✱✶✸✵
▲❊❉▲✐❣❤✲❊♠✐✐♥❣❉✐♦❞❡✳✽✼✱✶✵✵
m ♠❛ ♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡♦❡✉✐✈❛❧❡♥✈❡❤✐❝❧❡♠❛ ✱✐♥❤❡✧✐♥❣❧❡✇❤❡❡❧✧♠♦❞❡❧
♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳✻✽✕✼✶✱✶✶✷✱✶✶✸✱✶✶✺✱✶✶✼✱✶✶✾✕✶✷✸✱✶✷✼✕✶✸✷
▼❖❙❋❊❚ ▼❡❛❧✲❖①✐❞❡✲❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝♦ ❋✐❡❧❞✲❊✛❡❝ ❚❛♥✐♦✳ ✽✺✱✽✼✱✾✵✱
✾✶✱✶✵✸
µmax ♠❛①✐♠✉♠❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡②❡❛♥❞❤❡♦❛❞✳✺✾
µx❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡②❡❛♥❞❤❡♦❛❞✳✷✺✱✸✻✱✸✼✱
✻✼✱✶✶✹✱✶✶✻✱✶✶✽✕✶✷✵✱✶✷✽
µy❧❛❡❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡②❡❛♥❞❤❡♦❛❞✳✺✹
Mw ♠♦♠❡♥ ♦❢✐♥❡✐❛♦❢❤❡✇❤❡❡❧ ❡♣♦❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧ ❛❞✐✉✳✶✶✹✱✶✶✼✱
✶✶✾✕✶✷✹✱✶✷✻✕✶✸✵
mw ♠❛ ♦❢♦♥❡✇❤❡❡❧♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳✼✶✱✼✷
Ns♥✉♠❜❡ ♦❢❛♠♣❧✐♥❣♣❡✐♦❞✭♦❢❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞✮❝♦♥❛✐♥❡❞✐♥♦♦♥❡♣❡✲
✐♦❞♦❢❤❡♦❝✐❧❛✐♥❣✐❣♥❛❧♦❢♦ ✉❡✱✇❤✐❝❤✐ ✉❡❞❢♦ ❤❡♣♦♣♦❡❞
❡✐♠❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡✳✶✷✻
Ω❛♥❣✉❧❛✈❡❧♦❝✐②♦❢❤❡✇❤❡❡❧✳✹✺✱✹✼✱✻✼✱✶✶✸✱✶✶✹
ω❛♥❣✉❧❛❢❡✉❡♥❝②♦❢❛ ✐❣♥❛❧✐♥❤❡❋♦✉✐❡ ❛♥❢♦♠✳✶✷✶✕✶✷✹✱✶✷✼✕✶✸✵✱
✶✹✸
Ω0❛♥❣✉❧❛✈❡❧♦❝✐②♦❢❛♥♦♥✲❧✐❞✐♥❣✭❢❡❡✲♦❧✐♥❣✮✇❤❡❡❧✳✹✺✱✹✼
ω0❛♥❣✉❧❛❢❡✉❡♥❝②♦❢❤❡♦❝✐❧❛✐♥❣✐❣♥❛❧♦❢♦ ✉❡✉❡❞❢♦ ❤❡♣♦♣♦❡❞
❡✐♠❛✐♦♥✳✶✷✹✕✶✷✻
ΩFL ❛♥❣✉❧❛✈❡❧♦❝✐②♦❢❤❡❧❡❢❢♦♥✇❤❡❡❧✳✻✽
ΩFR ❛♥❣✉❧❛✈❡❧♦❝✐②♦❢❤❡✐❣❤❢♦♥✇❤❡❡❧✳✻✽
ΩRL ❛♥❣✉❧❛✈❡❧♦❝✐②♦❢❤❡❧❡❢ ❡❛✇❤❡❡❧✳✻✽
ΩRR ❛♥❣✉❧❛✈❡❧♦❝✐②♦❢❤❡✐❣❤ ❡❛✇❤❡❡❧✳✻✽
✶✹
▲■❙❚❖❋❆❇❇❘❊❱■❆❚■❖◆❙
p1❞♦♠✐♥❛♥♣♦❧❡♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❛♠♦♥❣❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡
❛♥❞❤❡♣❡❡❞♦❢❤❡✇❤❡❡❧❛♥❞❤❡♣❡❡❞♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳✶✷✸✱✶✷✹✱✶✷✻✕
✶✷✽✱✶✸✸✱✶✸✻✱✶✹✵✱✶✹✷✕✶✹✺✱✶✺✵
❈❇ ✐♥❡❞❈✐❝✉✐❇♦❛❞✳✹✵✱✽✶✱✽✺✱✶✵✸
❤❉ ❤✐❧♦♦♣❤✐❛❡❉♦❝♦✱✐♥❊♥❣❧✐❤✏❉♦❝♦♦❢ ❤✐❧♦♦♣❤②✑✳✶✱✶✼✱✷✵✱✼✾✱
✶✵✽✱✶✺✼✱✶✺✾
φ❝❛♠❜❡❛♥❣❧❡✳✻✷
■ ♦♣♦✐♦♥❛❧✲■♥❡❣❛❧✳✾✺✱✾✻✱✶✵✷
π♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧❝♦♥❛♥✱❛✐♦❜❡✇❡❡♥❛❝✐❝✉♠❢❡❡♥❝❡❛♥❞✐ ❞✐❛♠❡❡✭≈
3.14✮✳✶✷✹✱✶✷✺✱✶✹✸✕✶✹✺✱✶✺✵
pSU ❡①❡♥✐♦♥♦❢❤❡✉♣❡♥✐♦♥✉♥✐✳✼✶✱✼✷
❲▼ ✉❧❡✲❲✐❞❤▼♦❞✉❧❛✐♦♥✳✽✺✱✽✼✱✾✵✕✾✺✱✶✵✷✱✶✵✸✱✶✺✹
Ra❛♠❛✉❡❡✐❛♥❝❡♦❢❤❡♠♦♦✳✾✺✱✾✻
Re❡✛❡❝✐✈❡❛❞✐✉♦❢❛❢❡❡✲♦❧✐♥❣②❡✳✹✺✱✹✼✱✻✼✱✻✽✱✶✶✸✱✶✶✹✱✶✸✶
Rw ✉♥❞❡✢❡❝❡❞✇❤❡❡❧❛❞✐✉✳✹✺
s❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❧✐♣✈❡❧♦❝✐②✳✹✼
❙❆❊❙♦❝✐❡②♦❢❆✉♦♠♦✐✈❡❊♥❣✐♥❡❡✳✹✸✕✹✺✱✻✺
T ♦ ✉❡♣♦✈✐❞❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧❛ ❤❡❤✉❜✳✹✺✱✶✶✸✱✶✶✹
t✐♠❡✳✼✺✱✶✷✶✱✶✷✹✕✶✷✻
T0♣❡✐♦❞♦❢❤❡♦❝✐❧❛✐♥❣✐❣♥❛❧♦❢♦ ✉❡✉❡❞❢♦ ❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥
❡❝❤♥✐✉❡✳✶✷✺✱✶✷✻
t0✐♥✐✐❛❧✐♠❡✳✼✺
❚❈❚❛❝✐♦♥❈♦♥♦❧✳✷✻✕✷✾
TFL ♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❧❡❢❢♦♥✇❤❡❡❧✳✻✽
TFR ♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✐❣❤❢♦♥✇❤❡❡❧✳✻✽
θ❛♥❣❧❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡❤♦✐③♦♥❛❧♣❧❛♥❡❛♥❞❤❡X❛①✐♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳✼✸✕✼✻
θ0✐♥✐✐❛❧❛♥❣❧❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡❤♦✐③♦♥❛❧♣❧❛♥❡❛♥❞❤❡X❛①✐♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳✼✹✱
✼✺
✶✺
TPWM ♣❡✐♦❞♦❢❤❡♣✉❧❡✲✇✐❞❤♠♦❞✉❧❛✐♦♥✳✾✺✱✾✻
TRL ♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❧❡❢ ❡❛✇❤❡❡❧✳✻✽
TRR ♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✐❣❤ ❡❛✇❤❡❡❧✳✻✽
Ts ❛♠♣❧✐♥❣♣❡✐♦❞♦❢❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✳✶✷✻
❯❉ ❯❡❉❛❛❣❛♠ ♦♦❝♦❧✳✾✽
Vv❧✐♥❡❛ ♣❡❡❞♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳✹✺✱✹✼✱✻✽✕✼✵✱✼✸✱✼✻✱✶✶✸✱✶✶✹✱✶✶✻✱✶✶✼
Vw ❛♥❣✉❧❛ ♣❡❡❞♦❢❤❡✇❤❡❡❧❝♦♥✈❡ ❡❞♦✐ ❧✐♥❡❛❡✉✐✈❛❧❡♥✱❜②♠✉❧✐♣❧②✐♥❣
✐ ♦❤❡❡✛❡❝✐✈❡❛❞✐✉✳✶✶✹✱✶✶✻✕✶✷✸✱✶✷✼✕✶✸✵✱✶✺✺
vw ♠❛❧ ✐❣♥❛❧♦❢❛♥❣✉❧❛ ♣❡❡❞♦❢❤❡✇❤❡❡❧❝♦♥✈❡ ❡❞♦✐ ❧✐♥❡❛❡✉✐✈❛❧❡♥✳
✶✶✽✕✶✸✵
z1③❡♦♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥ ❡❧❛❡ ♦❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✳✶✷✸✱✶✷✹✱✶✷✻✕✶✷✽✱
✶✸✸✱✶✸✻✱✶✹✵✱✶✹✷✕✶✹✺✱✶✺✵✱✶✺✹
ZOH(s) ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥♦❢❛③❡♦✲♦❞❡❤♦❧❞✳✾✺
✶✻
❈❤❛♣❡✶
❚❤❡✐■♥♦❞✉❝✐♦♥
✶✳✶ ■♥❡❧✐❣❡♥❚❛♥♣♦ ❙② ❡♠ ♦❥❡❝
❚❤✐ ❤❉✐ ❢✉♥❞❡❞❜②❖①❢♦❞❇♦♦❦❡ ❯♥✐✈❡ ✐②❛♥❞✐ ✐♣❛ ♦❢❛✇✐❞❡
■♥❡❧✐❣❡♥❚❛♥♣♦ ❙② ❡♠✭■❚❙✮♣♦❥❡❝✳❚❤❡♣♦❥❡❝❛✐♠ ♦❞❡✈❡❧♦♣❛♥
❛✉♦♥♦♠♦✉✈❡❤✐❝❧❡✱✇❤✐❝❤❤♦✉❧❞❜❡❛❢❡❛✇❡❧❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧②❛♥❞❡♥✈✐♦♥✲
♠❡♥❛❧②✉ ❛✐♥❛❜❧❡✭❖①❢♦❞❇♦♦❦❡■❚❙ ❲❡❜✐❡✮✳❆♥✐♠♣♦❛♥ ❛❣❡❢♦
❤❡♣♦❥❡❝✐ ♦❣❛✐♥❝❛♣❛❜✐❧✐✐❡ ❤❛❛❡❡❛✐❧② ❛♥❢❡❛❜❧❡♦❤❡❛✉♦♠♦✲
✐✈❡✐♥❞✉ ②✳❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥✱❤❡♣♦❥❡❝✇❛ ❢♦❝✉❡❞♦♥❛❢✉❧✲✐③❡✈❡❤✐❝❧❡✱
❛❜❧❡♦❝❛②❛❧❡❛ ♦♥❡♣❛❡♥❣❡✳❚❤❡❛✉♦♥♦♠♦✉✈❡❤✐❝❧❡❤♦✉❧❞❜❡❛❜❧❡♦
♥❛✈✐❣❛❡❛♥❞❞✐✈❡✐❡❧❢❜②✐❞❡♥✐❢②✐♥❣❤❡ ♦❛❞❝♦♥❞✐✐♦♥✱❡❝♦❣♥✐✐♥❣♦❛❞
✐❣♥❛♥❞♦❜❛❝❧❡✭❖①❢♦❞❇♦♦❦❡■❚❙ ❲❡❜✐❡✮✳❆✈❛✐♦✉❛✉♦♥♦♠♦✉✈❡✲
❤✐❝❧❡❤❛✈❡❛❧❡❛❞②❜❡❡♥❞❡✈❡❧♦♣❡❞❛♦✉♥❞❤❡✇♦❧❞✱♦❤❡♣♦✐♥ ❤❛ ❡✈❡❛❧
✇♦❧❞✇✐❞❡❝♦♠♣❡✐✐♦♥❤❛✈❡❜❡❡♥♦❣❛♥✐❡❞✭❉❆❘ ❆●❛♥❞❈❤❛❧❡♥❣❡ ❲❡❜✲
✐❡✮✱❤❡❛✐♠♦❢ ❤❡✇❤♦❧❡♣♦❥❡❝✐♥♦ ♦♥❧②♦❞❡✐❣♥❛❢✉♥❝✐♦♥❛❧✈❡❤✐❝❧❡✱
❜✉❛❧♦♦♣♦✈✐❞❡✐✇✐❤❣♦♦❞❞②♥❛♠✐❝♣❡❢♦♠❛♥❝❡❛♥❞❡✣❝✐❡♥ ♦♣❡❛✐♦♥✳
❲✐ ❤❤❡✐♥❡♥♦❢ ✉❞②✐♥❣✐♥♥♦✈❛✐✈❡❡❝❤♥✐✉❡ ♦✐♠♣♦✈❡❤❡❛❢❡②♦❢
❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛♥❞♦♣♦♣♦❡❛♥❡♥✈✐♦♥♠❡♥❛❧②❢✐❡♥❞❧②♦❧✉✐♦♥✱❤❡♣♦❥❡❝✇❛
❢♦❝✉❡❞❛♦✉♥❞❛❜❛❡②❡❧❡❝✐❝✈❡❤✐❝❧❡✭❇❊❱✮✳❚❤❡❡✈❡❤✐❝❧❡❛❡❡♠✐✐♦♥
❢❡❡✱❛❢❛❛ ❤❡✐✉❛❣❡✐❝♦♥❝❡♥✱❛♥❞❤❡✐❣❡♥❡❛❧❛❝❤✐❡❝✉❡❛❧♦✇❢♦❛
♣❡❝✐❡❝♦♥♦❧♦❢❤❡ ❛❝✐♦♥✇✐❤♦✉ ❤❡♥❡❡❞❢♦❞❡❞✐❝❛❡❞❤❛❞✇❛❡✭♠♦❡
♦♥❤✐✐♥❙❡❝✐♦♥✶✳✷✮✳■♥♦❞❡ ♦❡❞✉❝❡❤❡❝♦♠♣❧❡①✐②❛♥❞❤❡❝♦ ♦❢❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✱ ❤❡♣♦❥❡❝✐♥✈❡✐❣❛❡ ❤❡✉❛❣❡♦❢❛❡♠♦❡❡✈❡ ♦✉♣♣♦ ❤❡
✈❡❤✐❝❧❡❤❛❞✇❛❡✐♥❤❡❝♦♠♣✉❛✐♦♥❛❧❡✛♦ ❡✉✐❡❞♦♣♦✈✐❞❡❛✉♦♥♦♠♦✉
❣✉✐❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡✈❡❤✐❝❧❡✇♦✉❧❞❜❡✇✐❡❧❡❧②❝♦♥♥❡❝❡❞✇✐❤ ❤❡ ❡✈❡ ❛♥❞✐
✇♦✉❧❞ ✉♣♣♦ ♠✐♥✐♠❛❧❛✉♦♥♦♠♦✉❢✉♥❝✐♦♥❛❧✐②✇❤❡♥❞✐❝♦♥♥❡❝❡❞❢♦♠❤❡
❡✈❡✳❚❤✐✐♥❡❡❞❡❞♦❛❧♦✇✐♠❡❢♦ ❤❡❞✐✈❡ ♦❛❦❡♦✈❡ ❤❡❝♦♥ ♦❧✱♦
♦❛❢❡❧②❜✐♥❣❤❡✈❡❤✐❝❧❡♦❛❤❛❧✳
❙✐① ❤❉ ✉❞❡♥ ✇❡❡❛✐❣♥❡❞♦❤❡♣♦❥❡❝✱♦♥❞✐✛❡❡♥ ❡❡❛❝❤❛❡❛✳
■✇❛ ❤❡✜ ✉❞❡♥ ♦ ❛ ❤❡♣♦❥❡❝ ❛♥❞ ♠② ❡♣♦♥✐❜✐❧✐②✇❛ ❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✉♣♦❤❡ ❛❣❡♦❢❜❡✐♥❣❝♦♠♣❧❡❡❧②❝♦♥♦❧❛❜❧❡❜②
❛❤✉♠❛♥❢♦♠❛❡♠♦❡❝♦♠♣✉❡✳❚❤❡♦✈❡❛❧ ❛❦♦❢❤❡♦❤❡ ✉❞❡♥ ✐ ♦
✐♠♣❧❡♠❡♥ ❤❡ ❛♥♠✐ ✐♦♥♦❢❤❡✈✐✉❛❧✐♥❢♦♠❛✐♦♥❢♦♠❤❡❝❛♠❡❛♦♥❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ♦❤❡ ❡✈❡ ❛♥❞♦❛✉♦♠❛❡❤❡❛♥❛❧②✐♦❢❤✐ ✈✐✉❛❧✐♥❢♦♠❛✐♦♥
✐♥♦❞❡ ♦♣❧❛♥ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ❛❥❡❝♦②✳ ❚❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ❛❥❡❝♦②✇✐❧❜❡ ❤❡♥
✶✼
❛♥❧❛❡❞✐♥♦❝♦♠♠❛♥❞ ❢♦ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳ ▼② ❡❡❛❝❤❛❦✇❛ ♦♦❜❛✐♥
✈❛❧✉❛❜❧❡✐♥❢♦♠❛✐♦♥❛❜♦✉ ❤❡❣✐♣♦✛❡❡❞❜②❤❡♦❛❞❞✉✐♥❣♥♦♠❛❧❞✐✈✐♥❣✳
❚❤✐ ✐♥❢♦♠❛✐♦♥✐❝✐✐❝❛❧♦❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡♠♦ ❛♣♣♦♣✐❛❡ ❛❥❡❝♦✐❡❢♦
❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱❛ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛♥❞❤❡❧❛❡❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❛❡♠❛✐♥❧②❧✐♠✐❡❞
❜②❤❡❣✐♣✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞✳❆❜❧♦❝❦❞✐❛❣❛♠♦❢❤❡♦✈❡❛❧❞②♥❛♠✐❝❝♦♥♦❧
♦❢❤❡❛✉♦♥♦♠♦✉✈❡❤✐❝❧❡✐ ❤♦✇♥✐♥❋✐❣✉❡✶✳✶✳
❋✐❣✉❡✶✳✶❤♦✇ ❤❛ ❤❡✐♥♣✉ ❢♦ ❤❡❞②♥❛♠✐❝❝♦♥ ♦❧♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛❡
❤❡ ❡❞❡ ✐♥❛✐♦♥✱❤❡❛❝✉❛❧♣♦✐✐♦♥❛♥❞❛♠❛♣♦❢❤❡❡♥✈✐♦♥♠❡♥✳ ❚❤❡
♠❛♣♦❢ ❤❡❡♥✈✐♦♥♠❡♥✐❣❡♥❡❛❡❞❜②❝♦♠♣✉❡✈✐✐♦♥❛❧❣♦✐❤♠✱♦♣❡❛✐♥❣
♦♥❤❡❝❡♥❡❝❛♣✉❡❞❜②❤❡❝❛♠❡❛✐♥❛❧❡❞♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳❆✈❡❤✐❝❧❡✲❝♦♥ ♦❧
❛❥❡❝♦②✲♣❧❛♥♥✐♥❣✉♥✐❝❛❧❝✉❧❛❡ ❤❡❜❡ ❛❥❡❝♦✐❡♦❢♦❧♦✇❜②✉✐♥❣❤❡❡
✐♥♣✉ ♦❣❡❤❡✇✐❤❤❡✐♥❢♦♠❛✐♦♥♦❢✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✱✈❡❤✐❝❧❡♦✐❡♥❛✐♦♥❛♥❞
❣✐♣♦✛❡❡❞❜②❤❡❣♦✉♥❞✳❚❤❡ ❛❥❡❝♦✐❡❝♦♥✐ ♦❢❛❡✐❡♦❢❡♣♦✐♥ ♦❢
❧✐♥❡❛❛♥❞②❛✇❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❢♦ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱❛✇❡❧❛ ♦♠❡❣✉✐❞❛♥❝❡❛❜♦✉❤♦✇
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❜✐❧✐②❝♦♥♦❧✭❊❙❈✮✇✐❤♦✉ ❤❡♥❡❡❞❢♦ ♣❡❝✐✜❝❝♦♥ ♦❧✉♥✐ ♦❞❡❞✐❝❛❡❞
❛❝✉❛♦ ✭❍♦✐✱❚♦②♦❞❛✱❛♥❞❚✉✉♦❦❛✶✾✾✽❀❙❛❞♦✱❙❛❦❛✐✱❛♥❞❍♦✐✶✾✾✾✮✳
❆ ✉♠✐♥❣❛❧ ❤❡❢♦✉✇❤❡❡❧ ♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❝♦✉❧❞❜❡❝♦♥ ♦❧❡❞✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❧②
❜②❢♦✉ ❡❧❡❝✐❝♠♦♦✱✐✇♦✉❧❞❜❡♣♦ ✐❜❧❡♦❡♠♦✈❡❢♦♠❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ❤❡
❡❧❡❝✐❝❛❧②✲❛❝✉❛❡❞✈❛❧✈❡❛♥❞❤❡♣✉♠♣❡✉✐❡❞❜②❤❡❆❇❙❛✇❡❧❛ ❤❡
✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞ ❡♥♦✳❚❤❡♦♥❧②❛❞❞✐✐♦♥❛❧❤❛❞✇❛❡❡✉✐❡❞✱✐♥♦❞❡ ♦♣❡✲
❢♦♠ ❤❡❊❙❈✱✇♦✉❧❞❝♦♥✐ ♦❢❛♥✐♥❡✐❛❧♠❡❛✉❡♠❡♥✉♥✐ ✭■▼❯✮❛♥❞❛
❡❡✐♥❣♣♦✐✐♦♥❡♥♦✳ ❯✐♥❣♠♦♦ ♣♦✇❡❢✉❧❡♥♦✉❣❤♦❣✉❛❛♥❡❡❛✐✲
❢❛❝♦②❜❛❦✐♥❣♣❡❢♦♠❛♥❝❡♠❡❛♥ ✐✇♦✉❧❞❛❧♦❜❡♣♦✐❜❧❡♦ ❡♠♦✈❡❤❡
❤②❞❛✉❧✐❝❜❛❦✐♥❣❝✐❝✉✐❢♦♠❤❡❞✐✈❡♥✇❤❡❡❧✱❣❡✐♥❣✐❞♦❢❝❛❧✐♣❡✱❞✐❝
❜❛❦❡❛♥❞❜❛❦❡♣❛❞✳❚❤❡♠❛✐♥❡♥❛♥❝❡♦❢✉❝❤❛✈❡❤✐❝❧❡✇♦✉❧❞❜❡♠✐♥✐♠❛❧
❝♦♠♣❛❡❞✇✐❤❛❝♦♥✈❡♥✐♦♥❛❧❝❛✳
❚❤❡♠❛❥♦ ♣♦❜❧❡♠♦❢❇❊❱❛❡♠♦❧②❡❧❛❡❞♦❤❡❧✐♠✐❛✐♦♥♦❢❤❡
❜❛ ❡✐❡✭❊❤❛♥✐✱●❛♦✱❛♥❞❊♠❛❞✐✷✵✵✾❀❑❤❛♥✷✵✵✻✮✳■♥♣❛✐❝✉❧❛ ❤❡❝♦ ✱
✇❤✐❝❤✐♥✷✵✶✶✇❛ ❛♦✉♥❞✺✵✵$/kWh❢♦❛♠❛✲♣♦❞✉❝❡❞✈❡❤✐❝❧❡✭❉✉❧❡❡♣
❡ ❛❧✳✷✵✶✶❀ ❍♦✇❡❧✷✵✶✷✮✳ ❆❇❊❱♦❢✶✺✵✵kg ❡✉✐❡ ❛❜♦✉ ✷✺kWh♦❢
❜❛ ❡②❝❛♣❛❝✐②♦♣♦✈✐❞❡❛❛♥❣❡❝♦♥✐❡♥❧②❧❛❣❡ ❤❛♥✶✵✵km✭❞❛❛❢♦
✷✷
❈❍❆ ❚❊❘✶✳ ❚❍❊❙■❙■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❤❡◆✐ ❛♥▲❡❛❢✐♥✷✵✶✷❢♦♠❯❙❊ ❆❋✉❡❧❊❝♦♥♦♠②❘❛✐♥❣✮✳ ❚❤❡❞✐✈✐♥❣
❛♥❣❡❝❛♥❣❡❛❧②✈❛②✱❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥❤❡❞✐✈✐♥❣❝♦♥❞✐✐♦♥✱❛♥❞❤❡❞❛❛❤❡❡
❡♣♦❡❞✐ ✉✐❡❝♦♥❡✈❛✐✈❡✭◆✐❛♥❝❧❛✐♠ ❤❛ ✐♥♦♣✐♠❛❧❝♦♥❞✐✐♦♥ ❤❡
❛♠❡✈❡❤✐❝❧❡❝❛♥❡❛❝❤✉♣♦✷✷✷km✇✐❤❛ ✐♥❣❧❡❝❤❛❣❡✮✳ ◆♦♥❡❤❡❧❡ ✱✐♥
♦❞❡ ♦❣✉❛❛♥❡❡✶✵✵km♦❢❛♥❣❡✱❤❡❝♦ ♦❢❤❡❜❛ ❡②✐ ♦✉❣❤❧②✶✷✺✵✵$
♣❡✈❡❤✐❝❧❡✱✇❤✐❝❤✐❛❜♦✉♦♥❡❤✐❞♦❢❤❡♦❛❧♣✐❝❡♦❢❤❡❝❛✳
❈♦ ❛✐❞❡✱❛❞❞✐♥❣❜❛❡②❝❛♣❛❝✐②♦❛✈❡❤✐❝❧❡✐♥♦❝♦♥✈❡♥✐❡♥❜❡❝❛✉❡
♦❢ ❤❡❧♦✇❡♥❡❣②❞❡♥✐②♦❢ ❤❡❜❛ ❡✐❡✳ ❚❤❡❜❡ ❝♦♠♠❡❝✐❛❧②❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❝❡❧ ❢♦❇❊❱ ♦✛❡❛♥❡♥❡❣②❞❡♥✐②❛♦✉♥❞✶✽✵Wh/kg❛♥❞✸✺✵Wh/l✭❉♦✇
❑♦❦❛♠❳❛❧ ❍❊✼✺❢♦♠❉♦✇❑♦❦❛♠❇❛ ❡✐❡❲❡❜ ✐❡✮✱♠❡❛♥✐♥❣❤❛ ♦✉❣❤❧②
✶✹✵kg♦❢❜❛❡✐❡✱❛❦✐♥❣❛❜♦✉✼✵l♦❢✈♦❧✉♠❡✱❛❡♥❡❡❞❡❞❢♦❡✈❡②✶✵✵km♦❢
❛♥❣❡✳❚❤❡❣❛♦❧✐♥❡✱✐♥❝♦♥❛✱♣❡❡♥❛♥❡♥❡❣②❞❡♥✐②❛♦✉♥❞✶✷kWh/kg
❛♥❞✽kWh/l✭❚❤♦♠❛✷✵✵✵✮✳❚❛❦✐♥❣✐♥♦❛❝❝♦✉♥ ❤❡❜❡ ❡♦✈❡❛❧❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢❤❡❡❧❡❝ ✐❝♣♦✇❡ ❛✐♥❝♦♠♣❛❡❞♦❤❡✐♥❡♥❛❧❝♦♠❜✉ ✐♦♥❡♥❣✐♥❡✱✐♥❤❡
♦❞❡♦❢✽✵✪❛♥❞✷✵✪❡♣❡❝✐✈❡❧②✭❙✇❡❡✐♥❣✱❍✉❝❤✐♥♦♥✱❛♥❞❙❛✈❛❣❡✷✵✶✶✮✱✽
kg♦❢❣❛♦❧✐♥❡❛❡♥❡❡❞❡❞❢♦❡✈❡②✶✵✵km♦❢❛♥❣❡✳❚❤✐❝♦♠♣❛✐♦♥❝❧❛✐✜❡
❤❡❡❛♦♥❜❡❤✐♥❞❤❡❧✐♠✐❡❞❛♥❣❡♦❢❇❊❱✳ ❲❤✐❧❡❛❜❛❡②✇❡✐❣❤♦❢✶✹✵kg
✐♣❛ ✐❛❧②❝♦♠♣❡♥❛❡❞❜②❤❡❧♦✇❡✇❡✐❣❤ ♦❢❤❡❡❧❡❝ ✐❝♠♦♦❝♦♠♣❛❡❞♦
✐♥❡♥❛❧❝♦♠❜✉ ✐♦♥❡♥❣✐♥❡♦❢❤❡ ❛♠❡♣♦✇❡✱❡①❡♥❞✐♥❣❤❡ ❛♥❣❡♦♠♦❡
❤❛♥✶✵✵km✇♦✉❧❞♠❛❦❡ ❤❡❇❊❱♠✉❝❤❤❡❛✈✐❡ ❤❛♥❛ ✐♠✐❧❛■❈❊❱✳❚❤✐
✇♦✉❧❞ ❡✉❧✐♥♣♦♦❤❛♥❞❧✐♥❣♦❢❤❡❝❛✱❜✉❛❧♦❤❡♦✈❡❛❧❡✣❝✐❡♥❝②♦❢❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✇♦✉❧❞❜❡❛✛❡❝❡❞✳■♥❢❛❝❛❝♦♥✐❞❡❛❜❧❡❛♠♦✉♥♦❢❡♥❡❣②✐ ❡✉✐❡❞
♦❛❝❝❡❧❡❛❡❤❡❛❞❞✐✐♦♥❛❧✇❡✐❣❤❛♥❞♦♥❧②❛♠❛❧♣❛ ♦❢✐✱❧❡ ❤❛♥❛❤✐❞✱
❝❛♥❜❡❡❝♦✈❡❡❞❤♦✉❣❤❡❣❡♥❡❛✐✈❡❜❛❦✐♥❣✭▲❛♠✐♥✐❡❛♥❞▲♦✇②✷✵✵✸✮✳
❆♥♦❤❡ ❡✐♦✉♣♦❜❧❡♠✇✐❤❤❡❜❛ ❡✐❡✐ ❤❡✐♠❡❡✉✐❡❞♦❡❝❤❛❣❡
❤❡♠✭❑❤❛♥✷✵✵✻❀▲❛♠✐♥✐❡❛♥❞▲♦✇②✷✵✵✸✮✳ ❆✷✸✵V ♦❝❦❡❝❛♥♣♦✈✐❞❡
♣♦✇❡ ❜❡✇❡❡♥✷✳✸kW❛♥❞✸✳✼kW✱❢♦✶✵A❛♥❞✶✻A❢✉❡ ❡♣❡❝✐✈❡❧②
✭●❛❤♥❛♥❞❙❞❡ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤✐✐ ❤❡♠♦ ❝♦♠♠♦♥❝❤❛❣✐♥❣♦❧✉✐♦♥❛ ❤❡
♠♦♠❡♥ ❛♥❞✐✇♦✉❧❞ ❡✉✐❡❢♦♠✻♦✶✵❤♦✉ ♦❝❤❛❣❡❛✷✺kWh❜❛ ❡②✳
❱❡②❢❡✇❢❛ ✲❝❤❛❣✐♥❣ ❛✐♦♥❛❡❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱✇❤✐❝❤✉❡❤✐❣❤❝✉❡♥ ♦❝❤❛❣❡
❤❛❧❢♦❢❛✐♠✐❧❛❜❛ ❡②✐♥♦✉❣❤❧②✶✵♠✐♥✉❡✭●❛❤♥❛♥❞❙❞❡✷✵✶✶❀● ♥✐❣
❡❛❧✳✷✵✶✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡✱❤❡❡❛❡❡①♣❡♥✐✈❡ ❛✐♦♥✇❤✐❝❤✇♦✉❧❞✐♥❝❡❛❡❤❡
❝❤❛❣✐♥❣❝♦✳■♥❛❞❞✐✐♦♥✱❤❡✉❡♦❢❤✐❣❤❝✉❡♥ ♦❝❤❛❣❡❤❡❜❛ ❡②✇✐❧
❞❛♠❛✐❝❛❧②❡❞✉❝❡❤❡❜❛ ❡②❧✐❢❡✭● ♥✐❣❡❛❧✳✷✵✶✶✮✳
❚❤❡❣♦♦❞♥❡✇ ❛❜♦✉ ❜❛ ❡② ❡❝❤♥♦❧♦❣②✐ ❤❛ ✐✐ ❛♣✐❞❧②❡✈♦❧✈✐♥❣✳
❖♥❧②❛❢❡✇②❡❛ ❛❣♦❤❡❡✇❡❡❡✐♦✉❝♦♥❝❡♥❛❜♦✉ ❛❢❡②❛♥❞❧✐❢❡✐♠❡♦❢
❧✐❤✐✉♠✲✐♦♥❜❛ ❡✐❡✳ ▼♦❡♦✈❡✱❤❡❡✇❡❡✐♠♣♦❛♥❧✐♠✐❛✐♦♥✐♥❤❡♣♦✇❡
❞❡♥✐②✱❢♦ ❜♦❤❞✐❝❤❛❣✐♥❣❛♥❞❝❤❛❣✐♥❣♦❢ ❤❡❜❛ ❡②✳■♥✷✵✶✸✱♠♦ ♦❢
❤❡❡✐✉❡ ❡❡♠♦❧✈❡❞✱✇✐❤❡♥❝♦✉❛❣✐♥❣❞❛❛❢♦♠❝❛❤ ❡ ❛♥❞ ❛❢❡②
❡♣♦ ✳❚❤❡❝❛❧❡♥❞❛❧✐❢❡♦❢❤❡❜❛ ❡②✐♥♦✇❡ ✐♠❛❡❞❛ ♦✉❣❤❧②✶✵②❡❛✱
✷✸
✇❤✐❧❡♠♦❡❤❛♥✸✵✵✵❝❤❛❣✐♥❣❝②❝❧❡ ❝❛♥❜❡✉ ❛✐♥❡❞✭❉✉❧❡❡♣❡ ❛❧✳✷✵✶✶❀
●❛❤♥❛♥❞❙❞❡ ✷✵✶✶✮✳ ◆♦✇❛❞❛② ❝❡❧ ✇✐❤❤✐❣❤❡♥❡❣②❞❡♥✐② ✉❝❤❛
❤❡❉♦✇❑♦❦❛♠❳❛❧ ❍❊✼✺♦✛❡ ❛❞✐❝❤❛❣✐♥❣♣♦✇❡❞❡♥✐②♦❢✽✾✵W/kg
❛♥❞❛❝❤❛❣✐♥❣♣♦✇❡❞❡♥✐②♦❢✸✺✻W/kg ✭❉♦✇❑♦❦❛♠❇❛ ❡✐❡❲❡❜ ✐❡✮✳
♦❥❡❝✐♥❣❤❡❡✜❣✉❡♦♥❛❇❊❱✇✐❤✶✹✵kg♦❢❜❛❡✐❡✱❤✐ ♠❡❛♥ ✉❝❤
❛✈❡❤✐❝❧❡✇♦✉❧❞❤❛✈❡❛♥❛❝❝❡❧❡❛✐♥❣♣♦✇❡♦❢✶✷✺kW❛♥❞❛ ❡❣❡♥❡❛✐✈❡
❜❛❦✐♥❣♣♦✇❡♦❢✺✵kW✱✇❤✐❝❤✐❡♥♦✉❣❤❢♦♠♦ ♦❢❤❡❜❛❦✐♥❣✐♥❛✉❜❛♥
❡♥✈✐♦♥♠❡♥ ❛❧❤♦✉❣❤♥♦ ❡♥♦✉❣❤❢♦❡♠❡❣❡♥❝②❜❛❦✐♥❣✳ ❋♦ ❛♣♣❧✐❝❛✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❡✉✐❡❤✐❣❤❡♣♦✇❡ ❞❡♥✐②✱ ✉❝❤❛ ❤②❜✐❞✲❡❧❡❝✐❝✈❡❤✐❝❧❡✱♣❡❝✐✜❝
❜❛ ❡✐❡❛❡✉❡❞✳❚❤❡❡❜❛❡✐❡❝❛♥♦✛❡❛❞✐❝❤❛❣✐♥❣♣♦✇❡❞❡♥✐②✉♣♦
✷✺✵✵ ❲✴❦❣✭❆✶✷✸❙②❡♠❆▼ ✷✵❢♦♠❆✶✷✸ ❲❡❜✐❡✮✳
✶✳✸ ❋✐❝✐♦♥❈❤❛❛❝❡✐✐❝❛♥❞❙❧✐♣❘❛✐♦
■♥❤✐ ❤❡✐■♣♦♣♦❡❛❡❝❤♥✐✉❡ ♦❡✐♠❛❡❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝
❜❡✇❡❡♥ ❤❡②❡❛♥❞❤❡❣♦✉♥❞✳❚❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✇✐❧❜❡❡①❡♥✐✈❡❧②
❞✐❝✉❡❞✐♥❈❤❛♣❡✷✳❍♦✇❡✈❡✱❢♦ ❤❡❛❦❡♦❢❝❧❛✐②✱■✇✐❧❤❡❡✐♥♦❞✉❝❡
❤❡❜❛✐❝❞❡✜♥✐✐♦♥✳■♥❣❡♥❡❛❧✱❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✐ ❤❡❡❧❛✐♦♥❤✐♣
❜❡✇❡❡♥ ❤❡❛♥❣❡♥✐❛❧❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❣♦✉♥❞❜②❤❡②❡❛♥❞❤❡❡✉❧✐♥❣
❧✐❞✐♥❣❜❡✇❡❡♥ ❤❡②❡❛♥❞❤❡❣♦✉♥❞✳❚❤✐❝❤❛❛❝❡✐✐❝❝❛♥❜❡♠❡❛✉❡❞
❛❧♦♥❣❞✐✛❡❡♥❞✐❡❝✐♦♥✳
❆❧♦♥❣ ❤❡❤❡❛❞✐♥❣❞✐❡❝✐♦♥♦❢❤❡✇❤❡❡❧✱❤❡❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❣♦✉♥❞❜②
❤❡②❡✐❞❡✜♥❡❞❛❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡Fx✱✇❤✐❧❡❤❡❧✐❞✐♥❣❜❡✇❡❡♥
❤❡②❡❛♥❞❤❡❣♦✉♥❞✐ ✉❛♥✐✜❡❞❜②❤❡ ❧✐♣❛✐♦✳❚❤❡❞❡✜♥✐✐♦♥♦❢❧✐♣
❛✐♦❛❡✈❛✐♦✉❛♥❞❤❡②❛❡❛❧❜❡②♦♥❞❤❡❝♦♣❡♦❢❤✐✐♥♦❞✉❝♦②❝❤❛♣❡✳
❆ ❤✐ ❛❣❡✐✐♦♥❧②♥❡❝❡❛② ♦❦♥♦✇❤❛ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦✐❛♥♦♠❛❧✐❡❞
✈❛❧✉❡♦❢❤❡❞✐✛❡❡♥❝❡♦❢♣❡❡❞❜❡✇❡❡♥ ❤❡✇❤❡❡❧❛♥❞❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳■❛♠❣♦✐♥❣
♦✉❡❛❡♣❛❛❡❞❡✜♥✐✐♦♥❢♦ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦❞✉✐♥❣❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❛♥❞❤❡ ❧✐♣
❛✐♦❞✉✐♥❣❜❛❦✐♥❣✱❡♣❡❝✐✈❡❧②❡♣❡❡♥❡❞❜②❤❡ ②♠❜♦❧Λt❛♥❞Λb✳■♥
❤✐ ❤❡✐✱❛❧✐♣❛✐♦♦❢✵❝♦❡♣♦♥❞ ♦❛❢❡❡✲♦❧✐♥❣✇❤❡❡❧✱❛❧✐♣❛✐♦♦❢
✲✶❝♦❡♣♦♥❞ ♦❧♦❝❦❡❞❜❛❦✐♥❣❛♥❞❛❧✐♣❛✐♦♦❢✶❝♦❡♣♦♥❞ ♦❛✇❤❡❡❧
❦✐❞❞✐♥❣♦♥❤❡❣♦✉♥❞✇✐❤♦✉♠♦✈✐♥❣ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳❚❤❡♣❡❝✐❡❞❡✜♥✐✐♦♥♦❢
❤❡❧✐♣❛✐♦✇✐❧❜❡❣✐✈❡♥✐♥❈❤❛♣❡✷✳
❚❤❡❝❤❛❛❝❡✐✐❝❜❡✇❡❡♥ ❧✐♣❛✐♦❛♥❞❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡✐❝❛❧❡❞
❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✳■♥②♠❜♦❧✐❝❡♠✱■✇✐❧❡❢❡ ♦❤❡
❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❝❤❛❛❝❡✐✐❝✉✐♥❣❤❡❢♦♠✉❧❛Fx(Λt)♦Fx(Λb)✱♦ ♣❡❝✐❢②
❤❛ ❤❡❝❤❛❛❝❡✐✐❝✐ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡✐♥❢✉♥❝✐♦♥♦❢❤❡❧✐♣❛✐♦✱
❛✇❡❧❛ ♦❝❧❛✐❢②✇❤✐❝❤❞❡✜♥✐✐♦♥♦❢❧✐♣❛✐♦✐✉❡❞✳ ❚❤✐❝❤❛❛❝❡✐✐❝
✐♥♦♥❧✐♥❡❛❛♥❞❤✐❣❤❧②✈❛✐❛❜❧❡✇✐❤②❡♣♦♣❡✐❡❛♥❞♦❛❞✉❢❛❝❡❝♦♥❞✐✲
✐♦♥✭❑❤❛✉♥❡❛❧✳✷✵✵✸❀ ❲♦♥❣✷✵✵✽✮✳ ▼♦❡♦✈❡✱✐❞❡♣❡♥❞♦♥❤❡♥♦♠❛❧
✷✹
❈❍❆ ❚❊❘✶✳ ❚❍❊❙■❙■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
②❡❢♦❝❡Fz✱✇❤✐❝❤✐ ❤❡❢♦❝❡♣✉❤✐♥❣ ❤❡②❡❛❣❛✐♥ ❤❡❣♦✉♥❞✳ ❚❤❡
❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡❛❛❣✐✈❡♥❧✐♣❛✐♦❛♥❞❤❡
♥♦♠❛❧ ②❡❢♦❝❡✐❛❧♠♦ ❧✐♥❡❛✭♠♦❡❞❡❛✐❧✐♥❈❤❛♣❡✷✮✳❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥
✐✐♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❞❡✜♥❡ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥µx❛ ❤❡
❛✐♦❜❡✇❡❡♥ ❤❡✇♦❢♦❝❡✭µx(Λt)♦µx(Λt)❝❛♥❛❧♦❜❡✉❡❞♦❡❢❡ ♦
❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥✱✐♥♦❞❡ ♦❤✐❣❤❧✐❣❤ ❤❡❞❡♣❡♥❞❡♥❝②♦♥
❤❡❧✐♣❛✐♦✮✳❚❤✐✐❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✶✳✶✳
µx(Λt)=
Fx(Λt)
Fz
✭✶✳✶✮
❚❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥ ❤♦✉❧❞♥♦ ❜❡❝♦♥❢✉❡❞✇✐❤✐ ♠❛①✲
✐♠✉♠✈❛❧✉❡✱✇❤✐❝❤✐✉✉❛❧②❛❝♦♥ ❛♥♣♦♣❡②♦❢✇♦ ✉❢❛❝❡✐♥❝♦♥❛❝
✇✐❤❡❛❝❤♦❤❡✭❢♦ ❤❡ ❛❦❡♦❢❤✐ ❤❡✐✱❤❡✇♦ ✉❢❛❝❡❛❡❤❡②❡❛♥❞
❤❡❣♦✉♥❞✮✳❚❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥❞❡♣❡♥❞♦♥❤❡❧✐♣❛✐♦❛♥❞
✐❝❛♥❜❡❛❧♦✇❛✵✇❤❡♥❤❡❧✐♣❛✐♦✐♥✉❧✳❚❤❡❝❤❛❛❝❡✐✐❝❜❡✇❡❡♥❧♦♥✲
❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥❛♥❞❧✐♣❛✐♦✐❝❛❧❡❞♥♦♠❛❧✐ ❡❞❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧
❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✱❜❡❝❛✉❡✐❝♦❡♣♦♥❞ ♦❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝
♥♦♠❛❧✐❡❞❜②❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✳■♥❤✐ ❤❡✐✱❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧✇✐❧❜❡ ♦♠❡✐♠❡
♦♠✐❡❞✐❢✐♠♣❧✐❡❞❜②❤❡❝♦♥❡①✳
❋✐❣✉❡✶✳✷❤♦✇ ❤❡②♣✐❝❛❧❜❡❤❛✈✐♦✉♦❢❤❡♥♦♠❛❧✐❡❞❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✲
✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝❢♦❛❞②♦❛❞✳❚❤✐❝❤❛❛❝❡✐✐❝✐♥♣❛✐❝✉❧❛✐ ❤❡♦♥❡
❤❛■✉❡❞♦✈❛❧✐❞❛❡♠②❡✐♠❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡✐♥✐♠✉❧❛✐♦♥✳■♥❣❡♥❡❛❧✱✇❤❡♥
♥♦♦ ✉❡✐❛♣♣❧✐❡❞✱❛②❡♦♣❡❛❡❛③❡♦❧✐♣❛✐♦✳❇②❛♣♣❧②✐♥❣♦♠❡♦ ✉❡
♦❤❡✇❤❡❡❧✱ ❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥♣♦❣❡❡❛❧♦♥❣❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✳
❉✉✐♥❣❤❡✜ ♣❛ ♦❢❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✱❤❡❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❧✐♣
❛✐♦❛♥❞❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥✐❛❧♠♦ ❧✐♥❡❛✳❋♦❡✈❡②✐♥❝❡❛❡✐♥♦ ✉❡❝♦✲
❡♣♦♥❞❛♥✐♥❝❡❛❡✐♥❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢♦❝❡✭❤❡❡❢♦❡❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥✮❛✇❡❧
❛❛♥✐♥❝❡❛❡✐♥❤❡❧✐♣✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞✳❇②❢✉❤❡✐♥❝❡❛✐♥❣❤❡♦ ✉❡✱❤❡
♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥❡♥❡ ❛ ❛♥✐✐♦♥❛❧❡❣✐♦♥✱✇❤❡❡❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝
♣❡❡♥ ❛♠❛①✐♠✉♠♣♦✐♥✳ ❚❤✐❝♦❡♣♦♥❞ ♦ ❤❡♠❛①✐♠✉♠❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧
❢♦❝❡❤❛❝❛♥❜❡✉ ❛✐♥❡❞❜②❤❡❢✐❝✐♦♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡✇♦ ✉❢❛❝❡✿❤❡②❡
❛♥❞❤❡❣♦✉♥❞✳ ❲❤✐❧❡♦♣❡❛✐♥❣❛ ❤❡♠❛①✐♠✉♠♦❢❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✲
✐❝✱❛♥✐♥❝❡❛❡✐♥♦ ✉❡✇✐❧♦♥❧② ❛♥❧❛❡✐♥♦❛✐♦♥❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡
✇❤❡❡❧✇✐❤♦✉❛❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱❝❛✉✐♥❣❛♥✐♥❝❡❛❡
✐♥❤❡ ❧✐♣❛✐♦✳❚❤✐✐❜❡❝❛✉❡♥♦♠♦❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢♦❝❡❝❛♥❜❡✉ ❛✐♥❡❞
❛ ❤❡✐♥❡❢❛❝❡✇✐❤ ❤❡❣♦✉♥❞✳❇❡❝❛✉❡♦❢❤❡❞❡❝❡❛✐♥❣❜❡❤❛✈✐♦✉♦❢❤❡
❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝❛❢❡✐ ♠❛①✐♠✉♠✱✇✐❤❤❡✐♥❝❡❛❡♦❢❤❡❧✐♣❛✐♦❤❡
✇❤❡❡❧✇✐❧❡♥❝♦✉♥❡❧❡ ❛♥❞❧❡ ❡✐❛♥❝❡❢♦♠❤❡❣♦✉♥❞❛♥❞✐✇✐❧ ❛
❦✐❞❞✐♥❣♦♥❤❡❣♦✉♥❞✳ ❲❤❡❡❧❦✐❞❞✐♥❣♥❡❣❛✐✈❡❧②❛✛❡❝ ❤❡❝♦♥♦❧♦❢❤❡
✷✺
μx (Λt)
❈❍❆ ❚❊❘✶✳ ❚❍❊❙■❙■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
✐♥❣❤✐❣❤♣❡❢♦♠❛♥❝❡❞✐✈✐♥❣✳ ❇❊❱❝♦✉❧❞♦✛❡❛❜♦♦ ♦❢♣❡❢♦♠❛♥❝❡❢♦
❚❈ ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱❞✉❡♦ ❤❡✐ ♣❛ ✐❝✉❧❛❝❤❛❛❝❡✐✐❝❞✐❝✉❡❞✐♥❙❡❝✐♦♥
✶✳✷✳■♥❛❞❞✐✐♦♥♦✐♠♣♦✈✐♥❣❤❡❞✐✈✐♥❣❛❢❡②✱❤✐ ✐♥❝❡❛❡✐♥♣❡❢♦♠❛♥❝❡
✇♦✉❧❞❛❧♦✇ ❤❡♠♦✉♥✐♥❣♦❢❧♦✇✲❞❛❣②❡✱✇❤✐❝❤✇♦✉❧❞✐♥❝❡❛❡❤❡♦✈❡❛❧
❡✣❝✐❡♥❝②♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤✐ ❝♦✉❧❞❡①❡♥❞❤❡ ❛♥❣❡♦❢❇❊❱✭❉❡❧✐❈♦❧✐✱
❚♦♠❛ ✐✱❛♥❞❙❝❛❛♥♦✷✵✵✻❀❍♦✐✱❚♦②♦❞❛✱❛♥❞❚✉✉♦❦❛✶✾✾✽✮❛♥❞❡♥❤❛♥❝❡
❤❡♠❛❦❡❝♦♠♣❡✐✐✈❡♥❡ ♦❢❇❊❱✳
❚❈ ② ❡♠❛❡✉✉❛❧②♠❛♥❛❣❡❞❜②❡❧❡❝ ♦♥✐❝❝♦♥♦❧✉♥✐✳❚❤❡❡❞❡✈✐❝❡
✉❡❛❞❡❛✐❧❡❞♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧♠♦❞❡❧♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛♥❞♠❡❛✉❡♠❡♥ ❝♦♠✐♥❣
❢♦♠❡✈❡❛❧❡♥♦ ❞✐ ✐❜✉❡❞❛❝♦ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱✐♥♦❞❡ ♦❞❡❡❝ ❤❡❜❡✲
❤❛✈✐♦✉ ♦❢ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛ ✇❡❧❛ ❤❡✐♥❡♥✐♦♥♦❢ ❤❡❞✐✈❡✳ ❖❢❡♥ ❤❡❡
♠❡❛✉❡♠❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❤❡❧✐♥❡❛❛♥❞♦❛✐♦♥❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱❤❡
♦❛✐♦♥❛❧♣❡❡❞♦❢❤❡✇❤❡❡❧❛♥❞❤❡ ❡❡✐♥❣❝♦❧✉♠♥♣♦✐✐♦♥✳❚❤❡❡❧❡❝♦♥✐❝
❝♦♥♦❧✉♥✐❛❧❡ ❤❡ ❛❥❡❝♦②♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✉✐♥❣❡❧❡❝✐❝❛❧②❛❝✉❛❡❞✈❛❧✈❡
❛♥❞❤②❞❛✉❧✐❝♣✉♠♣ ❛❝✐♥❣♦♥❤❡❤②❞❛✉❧✐❝❜❛❦✐♥❣❝✐❝✉✐✭❙❛✈❛❡✐❛♥❞
❚❛♥❡❧✐✷✵✶✵✮✱❢✉❡❧✐♥❥❡❝✐♦♥❛♥❞❡♥❣✐♥❡✐❣♥✐✐♦♥♦♠♦❞✐❢②❤❡❡♥❣✐♥❡ ♦ ✉❡
✭❲♦♥❣✷✵✵✽✮✱❛♥❞♦♠❡✐♠❡❛ ❡❡✐♥❣♠♦♦ ♦❝❤❛♥❣❡❤❡ ❡❡✐♥❣♣♦✐✐♦♥
✭❑♦❡❤♥❛♥❞❊❝❦✐❝❤✷✵✵✹✮✳
❚❈❝❛♥❜❡❝❧❛ ✐✜❡❞✐♥♦✇♦❝❧❛ ❡✿❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛♥❞❧❛❡❛❧❝♦♥♦❧✭❍♦✐✱
❚♦②♦❞❛✱❛♥❞❚✉✉♦❦❛✶✾✾✽✮✳❆❇❙❛♥❞❆❙❘❛❡❡①❛♠♣❧❡♦❢❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❝♦♥✲
♦❧✇❤✐❧❡❊❙❈✐❛✈❡②♣♦♣✉❧❛✐♠♣❧❡♠❡♥❛✐♦♥♦❢❧❛❡❛❧❝♦♥♦❧✳▲♦♥❣✐✉❞✐✲
♥❛❧❝♦♥ ♦❧❛✐♠ ♦❝♦♥♦❧❤❡❧✐♣❛✐♦✐♥♦❞❡ ♦♣♦✈✐❞❡✱✇❤❡♥❡✉✐❡❞✱❤❡
❤✐❣❤❡ ❞✐✈✐♥❣♦❜❛❦✐♥❣❢♦❝❡❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡♦❤❡❣♦✉♥❞✳❆♣✐♦❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✐❡❡♥✐❛❧♦❞❡❡♠✐♥❡ ❤❡♦♣✐♠❛❧
❧✐♣❛✐♦✱❛✇❡❧❛ ❤❡❢❡❛✐❜✐❧✐②♦❢❝❡❛✐♥ ❛❥❡❝♦✐❡✳❚❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡ ♦❢
❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❝♦♥ ♦❧❛❡ ♦♥❣❧②❞❡♣❡♥❞❡♥♦♥❤✐❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
▲❛❡❛❧❝♦♥♦❧❛✐♠ ♦❦❡❡♣❤❡✈❡❤✐❝❧❡♦♥ ❤❡❞❡✐❡❞ ❛❥❡❝♦②✱✇❤❡♥✲
❡✈❡ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ❡♥❞ ♦❞❡✈✐❛❡✐❞❡✇❛②❜❡❝❛✉❡♦❢❛❧❛❝❦♦❢❣✐♣✇✐❤ ❤❡
❣♦✉♥❞✳■♥❣❡♥❡❛❧✱❤❡❡❧❡❝ ♦♥✐❝❝♦♥♦❧❡♠❡❛✉❡ ❤❡❛♥❣✉❧❛✈❡❧♦❝✐②♦♥
❤❡❤♦✐③♦♥❛❧♣❧❛♥❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱❝❛❧❡❞②❛✇❛❡✱❝♦♠♣❛✐♥❣✐✇✐❤❤❡❛✲
❣❡✈❛❧✉❡❡❜②❤❡❞✐✈❡✳❚❤❡❧❛❡✐❞❡✐✈❡❞❢♦♠❤❡ ❡❡✐♥❣♣♦✐✐♦♥❛♥❞
❤❡✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✳❚❤❡❝♦♥ ♦❧❡ ❤❡♥❜❛❧❛♥❝❡ ❤❡♦ ✉❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡✇❤❡❡❧
♦♥❤❡ ✐❣❤ ✐❞❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛♥❞ ❤❡✇❤❡❡❧ ♦♥❤❡❧❡❢ ✐❞❡✱❣❡♥❡❛✐♥❣❛
♠♦♠❡♥ ♦❢❢♦❝❡✐♥♦❞❡ ♦❡❞✉❝❡❤❡❡ ♦✐♥❤❡②❛✇❛❡✭❙❛❦❛✐✱❙❛❞♦✱❛♥❞
❍♦✐✶✾✾✾✮✳■✐❜❛✐❝❛❧②❤❡ ❛♠❡♣✐♥❝✐♣❧❡✉❡❞❢♦ ❦✐❞ ❡❡✐♥❣✭❙❤✉❛♥❣
❡❛❧✳✷✵✵✼✮✱ ❤❡ ❡❝❤♥✐✉❡✉❡❞♦ ✉♥❛✈❡❤✐❝❧❡✇✐❤♥♦♥✲ ❡❡❛❜❧❡✇❤❡❡❧
❜②♣♦✈✐❞✐♥❣❛❞✐✛❡❡♥❞✐✈✐♥❣♦ ✉❡ ♦❤❡✇❤❡❡❧ ♦❢❞✐✛❡❡♥ ✐❞❡✳ ❚❤❡
♠♦ ❡✜♥❡❞❡❝❤♥✐✉❡❢♦❧❛❡❛❧❝♦♥♦❧✉❡❢♦✉♠♦♦ ✭❍❛❧♦✇❡❧❛♥❞❘❛②
✷✵✵✸❀❏❛❧✐❧✐✲❦❤❛❛❛❥♦♦❛♥❞❇❡❤❛❛✐✷✵✵✸❀✉❝❛❡❛❧✳✷✵✵✷❀❙❛❦❛✐✱❙❛❞♦✱❛♥❞
❍♦✐✶✾✾✾✮✱♦♥❡❢♦❡❛❝❤✇❤❡❡❧✱❜✉✈❛❧✐❞❝♦♥♦❧❤❛✈❡❛❧♦❜❡❡♥♣♦♣♦❡❞❢♦
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♥❛❧②❡❢♦❝❡❢♦♠❤❡♦ ✉❡♣♦✈✐❞❡❞♦❤❡♠♦♦ ❛♥❞❤❡❡✉❧✐♥❣✇❤❡❡❧
❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥✭❍♦✐✱❚♦②♦❞❛✱❛♥❞❚✉✉♦❦❛✶✾✾✽✮✳❙♦♠❡❛✉❤♦ ✉❡❞❤❡❧♦♥❣✐✲
✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡♦❡✐♠❛❡❤❡✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✱♠❛❦✐♥❣❛ ✉♠♣✐♦♥♦✈❡ ❤❡
❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✭▲✐✉❛♥❞ ❡♥❣✶✾✾✻✮✳ ❖❤❡ ✉❡❞❤❡
♦ ✉❡♣♦✈✐❞❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧❛♥❞❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞♦❞❡❡♠✐♥❡ ❤❡♣❛❛♠❡✲
❡ ♦❢❛♥❛❧②✐❝❛❧♠♦❞❡❧♦❢❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✭❈❛♥✉❞❛❉❡ ❲✐ ❛♥❞
❍♦♦✇✐③✶✾✾✾❀◆✐❤✐❛✱❑❛✇❛❜❡✱❛♥❞❙❤✐♥✶✾✾✾✮✳❙❛✐♥❣❢♦♠❤❡❧♦♥❣✐✉✲
❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡❛♥❞❤❡❧✐♣❛✐♦✱❤❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡
✇✐❤ ❡♣❡❝ ♦❤❡ ❧✐♣❛✐♦✇❛❝❛❧❝✉❧❛❡❞❛♥❞✉❡❞❛❛❝♦♥♦❧❢❡❡❞❜❛❝❦
✭❉❡❧✐❈♦❧✐✱❚♦♠❛✐✱❛♥❞❙❝❛❛♥♦✷✵✵✻❀❙❛❞♦✱❙❛❦❛✐✱❛♥❞❍♦✐✶✾✾✾✮✳ ❚❤✐
♣❛❛♠❡❡✐✐♥❢❛❝❛❣♦♦❞✐♥❞✐❝❛♦♦❢❤❡ ♦ ✉❡♠❛❣✐♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡❝✉✲
❡♥♦♣❡❛✐♥❣❝♦♥❞✐✐♦♥❛♥❞❤❡♠❛①✐♠✉♠♦ ✉❡❤❛❝❛♥❜❡ ❛♥❢❡❡❞♦
❤❡❣♦✉♥❞✳ ❲✐❤♦✉♠❡❛✉✐♥❣❤❡♣❡❡❞♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱❛❞❡❡❝♦❢♦✇❤❡❡❧
❦✐❞❞✐♥❣✇❛♣♦♣♦❡❞✭❙❛❦❛✐✱❙❛❞♦✱❛♥❞❍♦✐✶✾✾✾✮✳❖♥❡♦❢❤❡♠♦ ❡✜♥❡❞
❛♣♣♦❛❝❤❡❝♦❡❧❛❡❞❤❡❧♦♣❡♦❢❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝❛❧♦✇❧✐♣❛✐♦
♦②♣✐❝❛❧❢✐❝✐♦♥♣♦✜❧❡✱♦❜❛✐♥✐♥❣❛♥❡✐♠❛❡♦❢❤❡♠❛①✐♠✉♠❧♦♥❣✐✉❞✐✲
♥❛❧②❡❢♦❝❡✭❋✉✉❦❛✇❛❛♥❞❍♦✐✷✵✵✸✮✳❯♣♦❤✐♣♦✐♥❛❧ ❤❡❛♣♣♦❛❝❤❡
✇❡❡❛✛❡❝❡❞❜②❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱❤❡❡❢♦❡❛❧✐♣❛✐♦
❡✐♠❛♦❝♦♥✐❞❡✐♥❣❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡✇❛♣❡❡♥❡❞✭❋✉❥✐♠♦♦✱❋✉❥✐✱❛♥❞
❚❛❦❛❤❛❤✐✷✵✵✼✮✳■♥ ❡❛❞♦❢✉✐♥❣❤❡♣❡❡❞♦❢✉♥❞✐✈❡♥✇❤❡❡❧❛✐♥❞✐❝❛♦ ♦❢
❤❡✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✱❤✐❛♣♣♦❛❝❤✉❡❞❛♥❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡♠♦✉♥❡❞♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡
♦♠❡❛✉❡❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❛♥❞♦❡✐♠❛❡❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡✳ ❚❤❡
✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✇❛❝❛❧❝✉❧❛❡❞❜②✐♠♣❧❡✐♥❡❣❛✐♦♥✳
❚❤❡♠❛❥♦✐②♦❢❤❡❛ ✐❝❧❡ ❡✈✐❡✇❡❞✉❡❡✈❡❛❧✜❧❡ ♦ ❛❡♦❜❡✈❡ ✐♥
♦❞❡ ♦♠❡❣❡♠✉❧✐♣❧❡♠❡❛✉❡♠❡♥ ❛♥❞♦❡❞✉❝❡❤❡❡✛❡❝ ♦❢❤❡♥♦✐❡✐♥
❤❡♠❡❛✉❡♠❡♥✳❘❡✈✐❡✇✐♥❣❤❡♣❡❢♦♠❛♥❝❡ ♦❢❤❡❡✜❧❡ ❛♥❞♦❜❡✈❡
✐♦✉✐❞❡❤❡❝♦♣❡♦❢♠②❡❡❛❝❤✱✐♥❡❛❞■✇✐❧❢♦❝✉♦♥❤❡❝♦ ✱❤❡♣❡❢♦✲
♠❛♥❝❡❛♥❞ ❤❡ ❡❧✐❛❜✐❧✐②♦❢❤❡❞✐✛❡❡♥❡✐♠❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡✳ ❆❧♦❢❤❡♠
❡❧②♦♥❛✈❡②✐♠♣❧❡✐❞❡❛✿❤❡❡❛❡✜✈❡❞✐✛❡❡♥ ✐❣✐❞❜♦❞✐❡✐♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳
❚❤❡❡❛❡❤❡❢♦✉ ✇❤❡❡❧ ❛♥❞❤❡ ♣✉♥❣♠❛ ✳❆✉♠✐♥❣ ❤❛ ❤❡❡❜♦❞✐❡
❛❡✐❣✐❞❧②❝♦♥♥❡❝❡❞❛ ❤❡❤✉❜✱✇❤✐❝❤✐♥♦ ❡♥✐❡❧② ✉❡❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡
✉♣❡♥✐♦♥✱✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦✐❞❡♥✐❢②❡♥❞❡❣❡❡♦❢❢❡❡❞♦♠♦❢❤❡② ❡♠✿❤❡
♦❛✐♦♥❛❧♣♦✐✐♦♥♦❢❡❛❝❤✇❤❡❡❧❛♥❞❤❡♣♦✐✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✐♥ ♣❛❝❡✭✐①
❞❡❣❡❡♦❢❢❡❡❞♦♠✮✳■♥❣❡♥❡❛❧✱❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✐
❜❛❡❞♦♥❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧♠♦✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥✱✐✐♣♦ ✐❜❧❡
✸✷
❈❍❆ ❚❊❘✶✳ ❚❍❊❙■❙■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
♦❧✐♠✐ ❤❡❛♥❛❧②✐ ♦✜✈❡❞❡❣❡❡♦❢❢❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢✐♥❡✲
❡ ❛❡✿❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛♥❞♦❛✐♦♥❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢
❡❛❝❤♦❢❤❡❢♦✉✇❤❡❡❧✳❚❤❡❢♦❝❡♦❢✐♥❡❡ ❛❝✐♥❣♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛❡✿♦❛❧
❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢♦❝❡❛♥❞♠♦♠❡♥ ♦❢❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❡❛❝❤♦❢❤❡❢♦✉✇❤❡❡❧✳
▼♦ ♦❢❤❡❡❡❛❝❤✐♥❤❡✜❡❧❞✐❜❛❡❞♦♥❤❡❛ ✉♠♣✐♦♥❤❛ ❤❡❧✐♥❡❛
❛♥❞ ❤❡ ♦❛✐♦♥❛❧✐♥❡✐❛♦❢❤❡❡✜✈❡❜♦❞✐❡ ❛❡✇❡❧❦♥♦✇♥✳ ❯♥❞❡ ❤✐
❝♦♥❞✐✐♦♥✱✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡❜♦❞✐❡❜②❦♥♦✇✐♥❣
❛❧ ❤❡❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❤❡♠✳❈♦♥✈❡ ❡❧②✱❜②♠❡❛✉✐♥❣❛❧❤❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥✐
✐♣♦ ✐❜❧❡♦❡✐♠❛❡❤❡♦❛❧❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❤❡❜♦❞✐❡✳❚❤❡♣❡❡❞❝♦✉❧❞
❜❡♦❜❛✐♥❡❞❜②✐♥❡❣❛✐♥❣❤❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥✱❛❧❤♦✉❣❤✐♥♣❛❝✐❝❡❤✐✐♥♦❛♥
❡❛②♦♣❡❛✐♦♥✳■♥❢❛❝✱❛♠❛❧♦✛❡✐♥❤❡♠❡❛✉❡♠❡♥♦❢❤❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥
❝❛♥❧❡❛❞✱✐♥❤❡❧♦♥❣ ❡♠✱ ♦❛❤✉❣❡❞❡✈✐❛✐♦♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡ ♣❡❡❞❝❛❧❝✉❧❛❡❞
❛♥❞ ❤❡❛❝✉❛❧ ♣❡❡❞✳ ❚❤✐ ✐ ❤❡ ❡❛♦♥✇❤②✐♥❡❣❛✐♥❣❤❡♦✉♣✉ ♦❢❛♥
❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡❞♦❡♥♦♣♦✈✐❞❡❛❣♦♦❞❡✐♠❛❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✱❛❧❤♦✉❣❤
✐♣❡❝✐❡❧②❞❡❡❝ ✐ ❤✐❣❤✲❢❡✉❡♥❝②✈❛✐❛✐♦♥✳■♥♦❞❡ ♦❝♦❡❝❧②❡✐♠❛❡
❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡❡❞✱❛❧♦✇✲❢❡✉❡♥❝② ❡❢❡❡♥❝❡ ♣❡❡❞✐ ❡✉✐❡❞✳■♥❣❡♥❡❛❧✱
♦♠❡❛✉❡❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ♣❡❡❞♦❢❛✈❡❤✐❝❧❡✱ ❤❡❧♦✇✲❢❡✉❡♥❝② ❡❢❡❡♥❝❡
✐♦❜❛✐♥❡❞❢♦♠ ❤❡ ♣❡❡❞♦❢✉♥❞✐✈❡♥✇❤❡❡❧♦ ♣♦✐✐♦♥❞❛❛❢♦♠❣❧♦❜❛❧
♣♦✐✐♦♥✐♥❣② ❡♠✭●❙✮♦ ❛♥❛❧②✐♦❢✈✐❞❡♦ ❡❛♠❝♦♠✐♥❣❢♦♠❝❛♠❡❛
♠♦✉♥❡❞♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳
❆♠❛❥♦ ♣♦❜❧❡♠❛❞❞❡❡❞✐♥❤❡❧✐❡❛✉❡✐ ❤❡❧❛❝❦♦❢✐♥❢♦♠❛✐♦♥♦
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❝♦♥❛♥❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡♦♥❤❡❣♦✉♥❞✳❚❤✐ ✐✉❛✐♦♥❝♦❡♣♦♥❞ ♦
✸✹
❈❍❆ ❚❊❘✶✳ ❚❍❊❙■❙■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❝♦♥❛♥❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥✱❝♦♥❛♥❞❡❝❡❧❡❛✐♦♥♦❝♦♥❛♥ ♣❡❡❞✳❚❤❡♣♦❜❧❡♠
❛✐❡❜❡❝❛✉❡❛♣❡❝✐✜❝✈❛❧✉❡♦❢❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡✐ ❡♣❡❡♥❡❞❜②❛
✐♥❣❧❡♣♦✐♥♦♥❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✳❚❤✐♣♦✐♥♦♥✐ ♦✇♥❞♦❡♥♦❝❛②
✐♥❢♦♠❛✐♦♥❛❜♦✉ ❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✐♥❤❡♥❡✐❣❤❜♦✉❤♦♦❞♦❢❤❡♣♦✐♥✱
✇❤✐❝❤♠❡❛♥ ✐✐♥♦♣♦ ✐❜❧❡♦❞❡❡❝✐❢❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✐✐♥❤❡❧✐♥❡❛
❡❣✐♦♥✱❝❧♦❡♦❤❡♠❛①✐♠✉♠♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡♦✐♥❤❡❦✐❞❞✐♥❣
❡❣✐♦♥✳■✐✉✉❛❧②♥❡❝❡ ❛②♦♠❡❛✉❡♠✉❧✐♣❧❡♣♦✐♥ ❤❛ ❛❡❢❛❛♣❛✱
✐♥♦❞❡ ♦✉♥❞❡ ❛♥❞ ❤❡❜❡❤❛✈✐♦✉ ♦❢ ❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✳ ❇❡❝❛✉❡
❤❡♠♦ ❝♦♠♠♦♥❞✐✈✐♥❣♣❛❡♥ ❛❡❝♦♠♣♦❡❞♦❢❧♦♥❣❡❣♠❡♥ ♦❢❞✐✈✐♥❣
❛❝♦♥❛♥ ♣❡❡❞✱✐♥❡❧❡❛✈❡❞❜②❢❛✐❧②❝♦♥❛♥❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❞❡❝❡❧❡❛✐♦♥✱
❤❡❡①❝✐❛✐♦♥♦❢❤❡ ② ❡♠✐❛❝✐✐❝❛❧♣♦❜❧❡♠❢♦ ❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡
❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✳❚❤✐✐✇❤②♠♦ ❡✐♠❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡♦♣❡❛❡✉♥❞❡
♣♦❣❡✐✈❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❜❛❦✐♥❣♠❛♥♦❡✉✈❡✳❖❢❡♥❤❡❡♠❛♥♦❡✉✈❡♥❡❡❞
♦❜❡ ✉✐❡❡①❡♠❡✱✐♥♦❞❡ ♦❛♣♣♦❛❝❤❤❡♠❛①✐♠✉♠❞✐✈✐♥❣❢♦❝❡❛❛✐♥✲
❛❜❧❡✳❚❤✐✐♥♦ ❛❢❡❢♦❞✐✈✐♥❣✐♥♣✉❜❧✐❝♦❛❞❛♥❞✐✐♥♦ ✉✐❛❜❧❡❢♦❛♥
❛✉♦♥♦♠♦✉✈❡❤✐❝❧❡✱✇❤✐❝❤✐ ✉♣♣♦❡❞♦❣❛❤❡ ✐♥❢♦♠❛✐♦♥✐♥❛❢❡♦♣❡❛✲
✐♥❣❝♦♥❞✐✐♦♥✳❆♥✐♥❡❡✐♥❣❛♥❞❡❝❡♥❛✐❝❧❡♣♦♣♦❡❞♦❛❞❞♦❝✐❧❛✐♦♥
♦❤❡ ♦ ✉❡♣♦✈✐❞❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧✱✐♥♦❞❡ ♦♠❛✐♥❛✐♥❤❡❡①❝✐❛✐♦♥♦❢
❤❡ ② ❡♠✭❈❤❡♥❛♥❞ ❲❛♥❣✷✵✶✶✮✳ ❚❤✐❛♣♣♦❛❝❤✉❡❞❧❛❣❡♦❝✐❧❛✐♦♥ ♦
❡✐♠❛❡❛✐❣♥✐✜❝❛♥ ❡❝✐♦♥♦❢❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✱✐♥♦❞❡ ♦✜ ❤❡
♦❜❛✐♥❡❞❞❛❛♦❛❢✐❝✐♦♥♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡❡✛❡❝ ♦❢❤❡♦❝✐❧❛✐♦♥♦♥❤❡✉♥✲
♣✉♥❣♠❛ ❛❡♠✐♥✐♠✐③❡❞❜②❡①♣❧♦✐✐♥❣❤❡❛❝✉❛♦ ❡❞✉♥❞❛♥❝②♦❢❛✈❡❤✐❝❧❡
✇✐❤✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❧②❝♦♥♦❧❡❞❢♦♥❛♥❞❡❛✇❤❡❡❧✳■♥♣❛✐❝✉❧❛✱❤❡♦ ✉❡
♦❝✐❧❛✐♦♥❛ ❤❡ ❡❛✇❤❡❡❧ ❛❡❝❛❧❝✉❧❛❡❞✐♥♦❞❡ ♦♠✐♥✐♠✐③❡❤❡❡✛❡❝
♦❢ ❤❡ ♦ ✉❡♦❝✐❧❛✐♦♥❛ ❤❡❢♦♥ ✇❤❡❡❧✱♦♥❤❡✉♥♣✉♥❣♠❛ ✳ ❚❤✐
❛♣♣♦❛❝❤✐❛❧♦❛✛❡❝❡❞❜②❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱❛❧❤♦✉❣❤
❤❡❡❛❡♥♦❝♦♥✐❞❡❡❞✐♥❤❡❛ ✐❝❧❡✳
✶✳✼ ◆♦✈❡❧❆♣♣♦❛❝❤♦❤❡❊ ✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡❋✐❝✐♦♥
❈❤❛❛❝❡✐✐❝
▼②❛♣♣♦❛❝❤❛✐♠ ♦❡✐♠❛❡❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✉✐♥❣✇♦❡❛✐❧②♠❡❛✲
✉❛❜❧❡✈❛✐❛❜❧❡✿❤❡♦ ✉❡♣♦✈✐❞❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧❛♥❞❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✳❚❤❡
♦ ✉❡❝❛♥❛❧✇❛② ❜❡❝❛❧❝✉❧❛❡❞❢♦♠❤❡❝✉ ❡♥✢♦✇✐♥❣✐♥ ❤❡♠♦♦✱✇❤✐❧❡
❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞❝❛♥❜❡❡ ✐♠❛❡❞❢♦♠❤❡❝✉ ❡♥✱❤❡✈♦❧❛❣❡♣♦✈✐❞❡❞♦❤❡
♠♦♦❛♥❞❤❡♠♦♦♣❛❛♠❡❡✳ ❖❤❡ ✈❛✐❛❜❧❡✱✉❝❤❛ ❤❡❛✐ ❡✐❛♥❝❡
♦ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✱❛❡❡①❡♠❡❧②❞✐✣❝✉❧ ♦❜❡❛❝❝✉❛❡❧②♠❡❛✉❡❞✳
❚❤❡ ❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡♠♦♦ ♦ ✉❡❛♥❞ ❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞❞❡♣❡♥❞
♦♥❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✳■♥❢❛❝✱❤❡✇❤❡❡❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❞❡♣❡♥❞♦♥❤❡
♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞ ♦ ❤❡✇❤❡❡❧✱❜✉❛❧♦♦♥ ❤❡❛♠♦✉♥ ♦❢ ❤✐ ♦ ✉❡ ❤❛ ✐
✸✺
μx (Λt)
❈❍❆ ❚❊❘✶✳ ❚❍❊❙■❙■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✳❊❛❝❤♣♦✐♥❝♦❡♣♦♥❞ ♦❛♣❡❝✐✜❝✈❛❧✉❡♦❢❧✐♣❛✐♦
❛♥❞❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥✳❆♠❛❧♦❝✐❧❛✐♦♥♦❢♦ ✉❡✇♦✉❧❞❝❛✉❡
❛♠❛❧♦❝✐❧❛✐♦♥✐♥❤❡ ❧✐♣❛✐♦❛♦✉♥❞❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✱✐♥♦❞✉❝✐♥❣❛
✈❛✐❛✐♦♥✐♥❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥✳❋♦♠❋✐❣✉❡✶✳✹✐✐♣♦ ✐❜❧❡
♦♥♦✐❝❡❤❛✱❢♦♦❝✐❧❛✐♦♥ ♠❛❧❡♥♦✉❣❤✱ ❤❡❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❧✐♣❛✐♦
❛♥❞❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❝♦❡✣❝✐❡♥♦❢❢✐❝✐♦♥❝❛♥❜❡❛♣♣♦①✐♠❛❡❞✇✐❤❛ ❛✐❣❤
❧✐♥❡✳❚❤❡❧♦❝❛❧❡❧❛✐♦♥❤✐♣✐ ❤❡❡❢♦❡❝❤❛❛❝❡✐❡❞❜②❤❡ ❧♦♣❡♦❢❤❡❧✐♥❡
❤❛ ❜❡ ❛♣♣♦①✐♠❛❡ ❤❡❢✉♥❝✐♦♥✐♥❤❡♥❡✐❣❤❜♦✉❤♦♦❞♦❢ ❤❡♦♣❡❛✐♥❣
♣♦✐♥✳❚❤✐❧✐♥❡✐ ❤❡❛♥❣❡♥♦❢❤❡❢✉♥❝✐♦♥µx(Λt)❛❛♥②♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✳
❋♦♠♥♦✇♦♥✱■✇✐❧❝❛❧η✐ ❧♦♣❡✱❛❞❡✜♥❡❞✐♥❊✉❛✐♦♥✶✳✷✳
η=
dµx
dΛt
✭✶✳✷✮
❚❤❡✈❡②✐♠♣♦❛♥ ❤✐♥❣ ♦♥♦✐❝❡✐ ❤❛ ❤❡❧♦❝❛❧ ❡❧❛✐♦♥❤✐♣❝❤❛♥❣❡
✇✐❤ ❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✳■♥♣❛✐❝✉❧❛✱❤❡♣❛❛♠❡❡η❞❡❝❡❛❡✇✐❤ ❤❡
✐♥❝❡❛❡♦❢❤❡❧✐♣❛✐♦✉♥✐❧✐❜❡❝♦♠❡✵✐♥❝♦❡♣♦♥❞❡♥❝❡♦❤❡♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡♦❢❤❡❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥✱❜❡❢♦❡♠♦✈✐♥❣♦♥❡❣❛✐✈❡✈❛❧✉❡✳■♠❡♥✐♦♥❡❞
❜❡❢♦❡ ❤❛✱❢♦♠ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡❝♦♥ ♦❧♣❡♣❡❝✐✈❡✱✐✐❞❡✐❛❜❧❡ ♦♦♣❡❛❡
❛ ❧✐♣❛✐♦❡✉❛❧♦ ♠❛❧❡ ♦ ❤❡✈❛❧✉❡ ❡✉✐❡❞♦ ❡❛❝❤❤❡♠❛①✐♠✉♠
❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡✭♠♦❡✐♥❢♦♠❛✐♦♥✐♥❈❤❛♣❡✷✮✳■♥✐♠♣❧❡✇♦❞✱✐
✐♥❡❝❡ ❛② ♦❝♦♥♦❧ ❤❡♣❛❛♠❡❡η❛❧✇❛② ✐♥❤❡♣♦✐✐✈❡❛♥❣❡✳ ❚❤❡
❜❡ ✇❛② ♦❞♦♦✐ ♦❡❞✉❝❡❤❡ ♦ ✉❡♣♦✈✐❞❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧ ✇❤❡♥❡✈❡ η
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♦❢❤❡②❡✇❤❡♥❛❞✐✈✐♥❣♦ ✉❡✐❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧✳
❚♦✉♥❞❡ ❛♥❞ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❛❞✐✈❡♥✇❤❡❡❧✐✐✐♠✲
♣♦ ❛♥ ♦❛♥❛❧②❡✜ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ❡ ✐♥❛❢❡❡✲♦❧✐♥❣②❡✳ ❚❤✐✐
❞❡❝✐❜❡❞❜②❝✉✈❡✶✐♥❋✐❣✉❡✷✳✷✳❚❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ❡ ♦✐❣✐♥❛❡❢♦♠❤❡
❞✐ ♦✐♦♥♦❢❤❡ ②❡✱♣❡❡❞❛❣❛✐♥ ❤❡❣♦✉♥❞❜② ❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡
✭▼✐❧✐❦❡♥❛♥❞ ▼✐❧✐❦❡♥✶✾✾✺✮✳ ❇❡❝❛✉❡♦❢❤✐ ❞✐ ♦✐♦♥✱❤❡❞✐ ❛♥❝❡♦❢❤❡
②❡ ❡❛❞❢♦♠❤❡✇❤❡❡❧❤✉❜❞❡❝❡❛❡✇❤✐❧❡❛♣♣♦❛❝❤✐♥❣❤❡❝❡♥❡♦❢❤❡
❢♦♦♣✐♥✳❚❤✐❝❛✉❡ ❤❡❧✐♥❡❛✈❡❧♦❝✐②♦❢❤❡②❡ ❡❛❞♦❞❡❝❡❛❡❛❝❝♦❞✲
✐♥❣❧②✳ ❆❞❡❝❡❛❡♦❢❤❡❧✐♥❡❛ ✈❡❧♦❝✐②♠❡❛♥ ❤❛ ❤❡ ❡❛❞✐ ✉❜❥❡❝❡❞♦
❝♦♠♣❡✐♦♥✱❡✉❧✐♥❣✐♥❤❡❛ ❡❡✐♥❤❡ ❡❛❞✭♦❛❞♦②❡✮✳ ❲❤✐❧❡♠♦✈✲
✐♥❣❛✇❛②❢♦♠❤❡❝❡♥❡♦❢❤❡❢♦♦♣✐♥✱❤❡❞✐ ❛♥❝❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡②❡ ❡❛❞
❛♥❞❤❡✇❤❡❡❧❤✉❜✐♥❝❡❛❡❛♥❞❤❡ ❡ ❡✈❡❡✳❇❡❝❛✉❡♦❢❤❡❞✐ ♦✐♦♥
✐♥❤❡ ②❡❞✉❡♦❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡✱❤❡❡✛❡❝✐✈❡♣❡✐♠❡❡♦❢❤❡ ②❡
✇❤✐❧❡ ♦❧✐♥❣❝❛♥❜❡ ✉✐❡❞✐✛❡❡♥❢♦♠❤❡❝✐❝✉♠❢❡❡♥❝❡♦❢❤❡ ②❡✇❤❡♥
♥♦❢♦❝❡✐❛♣♣❧✐❡❞♦✐✳❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥✐✐❝♦♠♠♦♥♦❞✐✛❡❡♥✐❛❡❜❡✇❡❡♥
❤❡✉♥❞❡✢❡❝❡❞ ✇❤❡❡❧ ❛❞✐✉ Rw ❛♥❞ ❤❡❡✛❡❝✐✈❡ ✇❤❡❡❧❛❞✐✉ Re✳
❚❤❡❡✛❡❝✐✈❡❛❞✐✉✐❞❡✜♥❡❞❛ ❤❡❢♦✇❛❞♣❡❡❞♦❢❛❢❡❡✲♦❧✐♥❣②❡✭❡✉❛❧
♦❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡❡❞Vv✮❞✐✈✐❞❡❞❜②❤❡❢❡❡✲♦❧✐♥❣②❡❛♥❣✉❧❛ ♣❡❡❞Ω0✱❛
❞❡❝✐❜❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✷✳✶✭❛❝❡❥❦❛✷✵✵✺✮✳
Re=
Vv
Ω0
✭✷✳✶✮
✹✺
❚②❡✴❉✐ ✐❜✉✐♦♥❴♦❢❴❢♦❝❡❴❛♥❞❴❧✐❞✐♥❣❴✈❡❧♦❝✐②❴♦✈❡❴❤❡❴❝♦♥❛❝❴❧❡♥❣❤✳♣♥❣
❋✐❣✉❡✷✳✷✿❉✐ ✐❜✉✐♦♥♦❢❢♦❝❡ ❛♥❞ ❧✐❞✐♥❣✈❡❧♦❝✐②♦✈❡ ❤❡②❡❢♦♦♣✐♥✭◆❛✲
✐♦♥❛❧❍✐❣❤✇❛②❚❛✣❝❙❛❢❡②❆❞♠✐♥✐ ❛✐♦♥✶✾✽✶✮
◆♦✇ ❤❛ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ❡ ✐♥❛❢❡❡✲♦❧✐♥❣②❡❤❛❜❡❡♥❞✐❝✉❡❞✱
■✇✐❧❛♥❛❧②❡❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ❡ ❞✉❡ ♦❤❡❛♣♣❧✐❝❛✐♦♥♦❢♦ ✉❡ ♦❤❡
✇❤❡❡❧✳❚❤✐ ✐❞❡❝✐❜❡❞❜②❝✉✈❡✷✐♥❋✐❣✉❡✷✳✷✳❋✐ ♦❢❛❧✱✐✐✐♠♣♦❛♥
♦✉♥❞❡ ❛♥❞❤❛❛❞✐✈✐♥❣♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧❝♦♠♣❡❡ ❤❡ ❡❛❞
✐♥❢♦♥♦❢❤❡❢♦♦♣✐♥✭❝♦♠♣❛❡C1❛♥❞C2✐♥❋✐❣✉❡✷✳✷✮✳❚❤❡❝♦♠♣❡❡❞
❡❧❡♠❡♥ ❤❡♥❡♥❡ ❤❡❢♦♦♣✐♥✱❡✉❧✐♥❣✐♥❛❤❡❛ ❢♦❝❡✐♥❤❡ ②❡❤❛
❣♦✇❧✐♥❡❛❧②✇❤✐❧❡♣♦❝❡❡❞✐♥❣✐♥❤❡❢♦♦♣✐♥✳■♥❤❡♣♦①✐♠✐②♦❢❤❡ ❛✐❧✐♥❣
❡❞❣❡♦❢❤❡❢♦♦♣✐♥ ❤❡♥♦♠❛❧❧♦❛❞ ✉✐❝❦❧②❞❡❝❡❛❡✱❛❧♦✇✐♥❣❤❡ ❡❛❞♦
❧✐❞❡♦♥❤❡❣♦✉♥❞✐♥♦❞❡ ♦❡❧❡❛❡❤❡♣✐❧❡❞❤❡❛ ❡ ✭❲♦♥❣✷✵✵✽✮✳
❚❤❡ ✉♠♦❢❤❡ ❡❡❞✉❡♦❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡❛♥❞❤❡❞✐✈✐♥❣♦ ✉❡
✐❞❡❝✐❜❡❞❜②❝✉✈❡✸✐♥❋✐❣✉❡✷✳✷✳❚❤❡❛♠❡✜❣✉❡✐❧✉ ❛❡ ❤❡✈❛✐❛✐♦♥
♦❢ ❤❡❧✐♥❡❛ ✈❡❧♦❝✐②♦❢ ❤❡ ②❡❛❧♦♥❣ ❤❡❢♦♦♣✐♥✳ ❇❡❢♦❡ ❡❛❝❤✐♥❣ ❤❡
✹✻
❈❍❆ ❚❊❘✷✳ ❚❨❘❊❇❊❍❆❱■❖❯❘
❣♦✉♥❞❤❡ ❡❛❞ ❛ ♦❝♦♠♣❡✱❡❞✉❝✐♥❣✐ ♣❡❡❞✳❆❢❡ ❤❡ ❡❛❞❡♥❡
❤❡❢♦♦♣✐♥✱❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❦❡❡♣ ❤❡❝♦♠♣❡❡❞ ❡❛❞✐♥❛❞❤❡✐♦♥✇✐❤
❤❡❣♦✉♥❞✳ ❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥✱ ❤❡❧✐♥❡❛ ✈❡❧♦❝✐② ❡♠❛✐♥❝♦♥❛♥✱❛❧❤♦✉❣❤
❧♦✇❡ ❤❛♥ ❤❡✉♥❝♦♠♣❡❡❞♣❛✳ ❲❤✐❧❡❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ❡ ✐♥❝❡❛❡✱
♦♠❡❧✐❞✐♥❣♦❝❝✉ ♦❡❧❛①❤❡❝♦♠♣❡❡❞ ❡❛❞❝❛✉✐♥❣❛❧✐❣❤✐♥❝❡❛❡✐♥
❤❡ ♣❡❡❞✳ ❆❢❡❧❡❛✈✐♥❣❤❡❢♦♦♣✐♥ ❤❡ ❡❛❞ ❡❝❤❡❢✉❤❡ ♦❡❝♦✈❡
❤❡♦✐❣✐♥❛❧❤❛♣❡❛♥❞ ❤❡✉♥❝♦♠♣❡❡❞♣❡❡❞✳ ❇❡❝❛✉❡♦❢❤❡❝♦♠♣❡✐♦♥
✐♥❤❡ ❡❛❞✱♠♦❡❡✈♦❧✉✐♦♥❛❡♥❡❡❞❡❞♦❝♦✈❡ ❤❡ ❛♠❡❞✐❛♥❝❡✇❤❡♥
❛❞✐✈✐♥❣♦ ✉❡✐ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦ ❤❡✇❤❡❡❧✭▼✐❧✐❦❡♥❛♥❞ ▼✐❧✐❦❡♥✶✾✾✺✮✳ ❚❤✐
❡✛❡❝✐ ✉❛♥✐✜❡❞❜②❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ❧✐♣✈❡❧♦❝✐②s=Ω−Ω0✱❛❧❤♦✉❣❤
✐✐❝♦♠♠♦♥♦❝♦♥✐❞❡✐ ♥♦♠❛❧✐❡❞✈❡✐♦♥✿ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦✳ ❚❤❡❡❛❡
❡✈❡❛❧❞❡✜♥✐✐♦♥♦❢❧✐♣❛✐♦✳❆♠❡♥✐♦♥❡❞✐♥❈❤❛♣❡✶✱✐♥❤✐ ❤❡✐■❛♠
❣♦✐♥❣♦✉❡❛❡♣❛❛❡❝♦♥✈❡♥✐♦♥❢♦❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❛♥❞❜❛❦✐♥❣✳❚❤❡❛❞♦♣❡❞
❝♦♥✈❡♥✐♦♥✐❞❡✜♥❡❞✐♥❊✉❛✐♦♥✷✳✷✳
❢♦❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥✱ Λt=1−
Vvcosα
ΩRe
❢♦❜❛❦✐♥❣✱ Λb=
ΩRe
Vvcosα
−1
✭✷✳✷✮
❊✉❛✐♦♥✷✳✷✐❛❣❡♥❡✐❝❞❡✜♥✐✐♦♥✱❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✇❤❡♥❧❛❡❛❧❢♦❝❡✐❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞✐♥❛❞❞✐✐♦♥♦❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢♦❝❡✳■♥❛❜❡♥❝❡♦❢❧❛❡❛❧❢♦❝❡❛❝✐♥❣
♦♥❤❡②❡✱α=0❛♥❞cosα=1✳❉✉✐♥❣❢❡❡✲♦❧✐♥❣ ΩReVvcosα=
Vvcosα
ΩRe
=1❛♥❞
❤❡ ❧✐♣❛✐♦✐♥✉❧✳ ❉✉✐♥❣❧♦❝❦❡❞❜❛❦✐♥❣ ΩReVvcosα=0❛♥❞❤❡ ❧✐♣❛✐♦✐
✲✶✳ ❉✉✐♥❣♣✐♥♥✐♥❣ ΩReVvcosα ❡♥❞ ♦+∞ ✇❤❡♥ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡✐
♥♦❡♥♦✉❣❤♦♠♦✈❡❤❡✈❡❤✐❝❧❡✭❤✐❝♦✉❧❞❤❛♣♣❡♥✉♣❤✐❧✱❢♦❡①❛♠♣❧❡✮✳❯♥❞❡
❤✐❝♦♥❞✐✐♦♥VvcosαΩRe ❡♥❞ ♦③❡♦❛♥❞❤❡❧✐♣❛✐♦✐✰✶✳
❚❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢♦❝❡❣❡♥❡❛❡❞❛ ❤❡✐♥❡❢❛❝❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡②❡❛♥❞❤❡
❣♦✉♥❞✐ ♦♥❣❧②❞❡♣❡♥❞❡♥♦♥❤❡❧✐♣❛✐♦❛✇❡❧❛ ❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❛♣✲
♣❧✐❡❞♦❤❡❣♦✉♥❞✳❚❤❡❢✐❝✐♦♥✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞✐❞❡♣❡♥❞❡♥♦♥❤❡♥♦♠❛❧
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❚❤❡♣♦✐♥ ❍✐ ❤❡♣♦✐♥ ❡❝❤✐♥❣❢✉❤❡ ❢♦♠❤❡✇❤❡❡❧❝❡♥ ❡♣❧❛♥❡
❛♥❞❤❡❡❢♦❡✐❝♦❡♣♦♥❞ ♦❤❡♣♦✐♥♦❢♠❛①✐♠✉♠❧❛❡❛❧ ❡✳❚❤❡♣♦✐♥
❜❡✇❡❡♥❍❛♥❞❉✱✇❤✐❝❤❡①♣❡✐❡♥❝❡❞❜❡❢♦❡❤❛♥❞❤❡♠❛①✐♠✉♠❧❛❡❛❧ ❡✱
✺✷
❈❍❆ ❚❊❘✷✳ ❚❨❘❊❇❊❍❆❱■❖❯❘
❚②❡✴❉✐ ✐❜✉✐♦♥❴♦❢❴❢♦❝❡❴❛♥❞❴❧❛❡❛❧❴✈❡❧♦❝✐②❴♦✈❡❴❤❡❴❝♦♥❛❝❴❧❡♥❣❤✳♣♥❣
❋✐❣✉❡✷✳✻✿▲❛❡❛❧ ❡ ❛♥❞❧❛❡❛❧✈❡❧♦❝✐②♦✈❡ ❤❡②❡❢♦♦♣✐♥✭◆❛✐♦♥❛❧❍✐❣❤✲
✇❛②❚❛✣❝❙❛❢❡②❆❞♠✐♥✐ ❛✐♦♥✶✾✽✶✮
✇❡❡♣✉❤❡❞❜②❤❡♦❛✐♦♥♦❢❤❡✇❤❡❡❧♦♦✈❡❝♦♠❡❤❡❢✐❝✐♦♥❛❧❢♦❝❡✇✐❤
❤❡❣♦✉♥❞✳ ◆♦✇ ❤❡②❛❡❧✐❞✐♥❣♦♥❤❡❣♦✉♥❞ ♦✇❛❞ ❤❡✇❤❡❡❧❝❡♥ ❡
♣❧❛♥❡✱♣✉❧❡❞❜②❤❡❡❧❛ ✐❝❢♦❝❡♦❢❤❡②❡✳❚❤❡❧✐❞✐♥❣✐❤❡❧♣❡❞❜②❤❡❢❛❝
❤❛ ❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✐ ❡❞✉❝❡❞♦✇❛❞ ❤❡ ❛✐❧✐♥❣❡❞❣❡♦❢ ❤❡❢♦♦♣✐♥✱
✇❤✐❝❤❧♦✇❡ ❤❡❡❛❝✐♦♥❢♦❝❡❢♦♠❤❡❣♦✉♥❞✳
❇❡❝❛✉❡♦❢❤❡ ✐✛♥❡ ♦❢❤❡②❡✱❤❡♣♦✐♥❢❛❤❡ ❛♣❛ ❢♦♠❤❡✇❤❡❡❧
❝❡♥❡♣❧❛♥❡✭♣♦✐♥❍✮✐ ♣✉❧❡❞♦✇❛❞ ❤❡❝❡♥ ❡♣❧❛♥❡❜②❤❡ ❛✐❧✐♥❣❡❞❣❡
♦❢❤❡❢♦♦♣✐♥✱✇❤✐❝❤✐ ❧✐❞✐♥❣♦♥❤❡❣♦✉♥❞✳❚❤✐✐ ❤❡❡❛♦♥✇❤②❛❧ ❤❡
♣♦✐♥ ❜❡✇❡❡♥❇❛♥❞❍❛❡❛❧♦❧✐❞✐♥❣✱❛❧❤♦✉❣❤ ❤❡✐ ❧❛❡❛❧ ❡ ✐ ✐❧
❜❡❧♦✇❤❡♠❛①✐♠✉♠❡❛❝✐♦♥❢♦❝❡♦✛❡❡❞❜②❤❡❣♦✉♥❞✳❚❤❡❧❛❡❛❧✈❡❧♦❝✐②
♦❢❤❡❡♣♦✐♥ ❡❢❡❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧❝❡♥ ❡♣❧❛♥❡✐ ❡❞✉❝❡❞❢♦♠Vd✉♥✐❧✐
❡❛❝❤❡✵❛ ❤❡♣♦✐♥ ❍✳❚❤❡♣♦✐♥ ❢♦♠❍ ♦❉❤❛✈❡❛♥❡❣❛✐✈❡✈❡❧♦❝✐②✱
❜❡❝❛✉❡❤❡②❛❡❧✐❞✐♥❣♦✇❛❞ ❤❡✇❤❡❡❧❝❡♥ ❡♣❧❛♥❡✳
❆❧♦♥❣ ❤❡❢♦♦♣✐♥ ❤❡❧❛❡❛❧❞❡❢♦♠❛✐♦♥✐❞✐ ✐❜✉❡❞❜❡✇❡❡♥ ❤❡❝❛✲
❝❛ ♦❢❤❡②❡❛♥❞❤❡ ❡❛❞✉❜❜❡✳❋✐❣✉❡✷✳✻❤✐❣❤❧✐❣❤ ❤❡❞❡❢♦♠❛✐♦♥♦❢
❤❡ ❡❛❞✉❜❜❡✳■♥♣❛✐❝✉❧❛✱❤❡✉❜❜❡✐♥❝♦♥❛❝✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞❢♦❧♦✇
❤❡♣❛❤❆❇❍❉✇❤✐❧❡❤❡✉❜❜❡✐♥❝♦♥❛❝✇✐❤❤❡❝❛❝❛ ♦❢❤❡②❡❢♦❧♦✇
✺✸
❤❡♣❛❤❆❊❉✳■✐♦❜✈✐♦✉ ❤❛♦✉✐❞❡❤❡❢♦♦♣✐♥✱✇❤❡♥❤❡②❡✐♥♦✐♥
❝♦♥❛❝✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞✱❤❡❝❛❝❛ ✐ ❤❡♦♥❧②❡❧❡♠❡♥♦❢❤❡②❡♦✉ ❛✐♥
❤❡❞❡❢♦♠❛✐♦♥✳
▲♦♦❦✐♥❣❛ ❤❡❞✐ ✐❜✉✐♦♥♦❢❧❛❡❛❧❢♦❝❡✱✐✐❡❛②♦❡❡❤❛ ❤❡❜❛②❝❡♥✲
❡♦❢❧❛❡❛❧❢♦❝❡✭❛♣♣❧✐❝❛✐♦♥♣♦✐♥♦❢❤❡❛❣❣❡❣❛❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡Fy✮❢❛❧ ❜❡✲
❤✐♥❞❤❡❝❡♥ ❡♦❢❤❡❢♦♦♣✐♥✳❚❤✐❝❛✉❡❛♠♦♠❡♥♦❢❢♦❝❡✇❤✐❝❤❡♥❞ ♦
❛❧✐❣♥❤❡✇❤❡❡❧♦❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦✐✳❚❤✐❡✛❡❝✇✐❧❜❡❡①❡♥✐✈❡❧②
❞✐❝✉❡❞✐♥❙❡❝✐♦♥✷✳✺✳❚❤❡❞✐❛♥❝❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡❝❡♥❡♦❢❤❡❝♦♥❛❝♣❛❝❤
❛♥❞❤❡❜❛②❝❡♥❡♦❢❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡✐❝❛❧❡❞♣♥❡✉♠❛✐❝ ❛✐❧✳ ▼✉❧✐♣❧②✐♥❣
❤❡♣♥❡✉♠❛✐❝ ❛✐❧✇✐❤❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡❡✉♥ ❤❡②❡❛❧✐❣♥✐♥❣ ♦ ✉❡✳
■❤❛✈❡♣❡✈✐♦✉❧②❡①♣❧❛✐♥❡❞❤❛ ❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡❣❡♥❡❛❡❞❜②❤❡②❡✐
❞✐❡❝❧②❡❧❛❡❞♦❤❡ ❧✐♣❛♥❣❧❡❛✇❤✐❝❤❛ ②❡♦❧✳ ❚❤❡❡❧❛✐♦♥❜❡✇❡❡♥
❧❛❡❛❧❢♦❝❡❛♥❞❧✐♣❛♥❣❧❡✐❝❛❧❡❞❧❛❡❛❧❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✭❧❛❡❛❧
✇✐❧ ❜❡♦♠✐ ❡❞✇❤❡♥✐♠♣❧✐❡❞❜② ❤❡❝♦♥❡①✮✳■❛❧♦ ♠❡♥✐♦♥❡❞❤❛ ❤❡
♠❛①✐♠✉♠❧❛❡❛❧❢♦❝❡❤❛❝❛♥❜❡♣♦❞✉❝❡❞❜②❤❡②❡✐❛✛❡❝❡❞❜②❤❡❣✐♣
✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞✱✇❤✐❝❤✉❧✐♠❛❡❧②❞❡♣❡♥❞♦♥❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡
❣♦✉♥❞✳■✇✐❧♥♦✇❞✐❝✉ ❤♦✇ ❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡❝❤❛♥❣❡✇✐❤ ❤❡ ❧✐♣❛♥❣❧❡
❛♥❞❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✳❆❛✜ ❛♣♣♦①✐♠❛✐♦♥✱✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦❛✉♠❡ ❤❛
❤❡♠❛①✐♠✉♠❧❛❡❛❧❢♦❝❡✐❞✐❡❝❧②♣♦♣♦✐♦♥❛❧♦❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞
♦❤❡❣♦✉♥❞✳❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥✐✐♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❞❡✜♥❡❤❡❧❛❡❛❧❢✐❝✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ µy❛ ❤❡ ❛✐♦❜❡✇❡❡♥ ❤❡❡✇♦✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐✐❡①♣❡❡❞❜②
❊✉❛✐♦♥✷✳✸✳
µy=
Fy
Fz
✭✷✳✸✮
❚❤❡ ❡❧❛✐♦♥❜❡✇❡❡♥❧❛❡❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥❛♥❞❧✐♣❛♥❣❧❡✐❝❛❧❡❞♥♦✲
♠❛❧✐ ❡❞❧❛❡❛❧❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✳■♥❡❛❧✐② ❤❡♠❛①✐♠✉♠❧❛❡❛❧
❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥❝❤❛♥❣❡ ❧✐❣❤❧②✇✐❤ ❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✳■♥♣❛✐❝✉❧❛✐✐
❤✐❣❤❡❢♦❧♦✇❡♥♦♠❛❧❧♦❛❞✳❋✐❣✉❡✷✳✼❤♦✇ ♦♠❡❞❛❛❛❦❡♥❛ ❤❡❏❛♣❛♥
❆✉♦♠♦❜✐❧❡❘❡❡❛❝❤■♥✐✉❡✭❙❛❦❛✐✶✾✽✶✮✳❚❤❡❡❞❛❛❞❡♣✐❝ ❤❡♥♦♠❛❧✐❡❞
❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝❢♦❞✐✛❡❡♥✈❛❧✉❡♦❢♥♦♠❛❧❢♦❝❡✳❋✐❣✉❡✷✳✼❤♦✇ ❛
✈❛✐❛✐♦♥♦❢❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡♦❢❛❜♦✉✸✵✵✪✱❝♦❡♣♦♥❞✐♥❣ ♦❛✈❛✐❛✐♦♥✐♥
❤❡❧❛❡❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥♦❢ ♦✉❣❤❧②✶✺✪✳■ ✐ ❤❡❡❢♦❡❡❛♦♥❛❜❧❡ ♦
❝♦♥✐❞❡❛❝♦♥❛♥❧❛❡❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥✐♥♣✐❡♦❢♠❛❧✈❛✐❛✐♦♥✐♥❤❡
♥♦♠❛❧❢♦❝❡✳
❚❤✐ ❜❡❤❛✈✐♦✉ ✐✈❡② ✐♠✐❧❛ ♦❤❡❝❛❡♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦✲
❡✣❝✐❡♥✳ ❆❧♦ ❤❡ ❛♠❡ ❡❣✐♦♥♦❢②❡♦♣❡❛✐♦♥❝❛♥❜❡✐❞❡♥✐✜❡❞✳ ❆❧♦✇
❧✐♣❛♥❣❧❡✱❤❡❡❧❛ ✐❝❞❡❢♦♠❛✐♦♥♦❢❤❡②❡✐ ❤❡❞♦♠✐♥❛♥❡✛❡❝❜❡❝❛✉❡
❛❧❛❣❡❛❡❛♦❢❤❡❢♦♦♣✐♥✐✐♥❝♦♥❛❝✇✐❤ ❤❡❣♦✉♥❞✳ ❚❤❡❡❧❛✐❝❢♦❝❡
✺✹

✐♥♦❤❡ ❛♥✐✐♦♥❛❧♦ ❤❡❡❧❛ ✐❝❡❣✐♦♥✳❯♥❞❡ ❤✐♦♣❡❛✐♥❣❝♦♥❞✐✐♦♥✱❤❡
❧✐❞✐♥❣♦❢❤❡②❡✐ ❡❞✉❝❡❞❛♥❞❛❧❛❣❡♣❛ ♦❢❤❡❢♦♦♣✐♥✐❛❜❧❡♦❢♦❧♦✇
❤❡❧✐♣❛♥❣❧❡✇✐❤♦❧✐♥❣❛♥❞❧❛❡❛❧❞❡❢♦♠❛✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♠✐❧❛✐✐❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡❧❛❡❛❧❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝❛♥❞❤❡❧♦♥❣✐✲
✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝❛❧♦✇ ✐♠✐❧❛ ❡❝❤♥✐✉❡ ♦❜❡✉❡❞❢♦ ❤❡✐
❡✐♠❛✐♦♥✱❛✇❡❧❛ ✐♠✐❧❛♣♦❝❡❞✉❡ ♦❝♦♥♦❧❧✐♣❛♥❣❧❡❛♥❞❧✐♣❛✐♦✳
❚❤✐ ✐♣❛ ✐❝✉❧❛❧②✐♥❡❡✐♥❣❜❡❝❛✉❡✈❡②❢❡✇❡❝❤♥✐✉❡❢♦ ❧✐♣❛♥❣❧❡❝♦♥✲
♦❧❤❛✈❡❜❡❡♥❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳❯♥✐❧♥♦✇✱✐♥❢❛❝✱❤❡❝♦♥♦❧♦❢❤❡❧✐♣❛♥❣❧❡❤❛
❜❡❡♥♠♦ ❧②❡❡✈❡❞ ♦ ❤❡❞✐✈❡✇✐❤♦✉ ❡❧❡❝♦♥✐❝✐♥❡✈❡♥✐♦♥✱❜✉ ❤✐
♠✐❣❤ ♦♦♥❝❤❛♥❣❡✳❉✉❡♦❤❡✐♠♣♦✈❡❞❡❧✐❛❜✐❧✐②♦❢❛✉♦♠♦✐✈❡❡❧❡❝♦♥✐❝✱
♠♦❡❛♥❞♠♦❡❛✉♦♠❛❡❞♣♦❝❡❞✉❡❛❡❛✐✐♥❣❤❡❞✐✈❡✭❡❡❈❤❛♣❡✶✮✳
■♥❈❤❛♣❡✺■✇✐❧♣♦♣♦❡❛❡❝❤♥✐✉❡❢♦ ❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧
❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝❤❛ ❝♦✉❧❞❜❡❡❛✐❧②♠♦❞✐✜❡❞✐♥♦❞❡ ♦❡✐♠❛❡❤❡
❧❛❡❛❧❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✳ ▼②♣♦❥❡❝✐✇❡❧ ✉✐❡❞❢♦ ❤✐ ❛♣♣❧✐❝❛✐♦♥
❜❡❝❛✉❡✐✐❜❛❡❞♦♥❛♥❛✉♦♥♦♠♦✉✈❡❤✐❝❧❡✇✐❤❡❧❡❝ ✐❝ ❡❡✐♥❣❝♦♥♦❧✭❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞❜②♠❡❛♥❞❡①❡♥✐✈❡❧②♣❡❡♥❡❞✐♥❈❤❛♣❡✹✮✳❙✉❝❤❛✈❡❤✐❝❧❡♦✛❡
❛❧ ❤❡❤❛❞✇❛❡♥❡❡❞❡❞♦✐♠♣❧❡♠❡♥❛♥❛✉♦♠❛✐❝❝♦♥♦❧♦❢❤❡ ❧✐♣❛♥❣❧❡✱
✇❤✐❝❤❝♦✉❧❞❜❡❛♥❛✉❛❧❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥❢♦ ❤❡❢✉✉❡♦❢❤❡♣♦❥❡❝✳
■❤❛✈❡♠❡♥✐♦♥❡❞❜❡❢♦❡❤♦✇❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡❝❤❛♥❣❡✇✐❤ ❤❡♥♦♠❛❧
❧♦❛❞✿❤❡❢✐❝✐♦♥❛❧❢♦❝❡✐ ♦✉❣❤❧②♣♦♣♦✐♦♥❛❧♦✐❛♥❞❤❡❧❛❡❛❧ ✐✛♥❡
❣❡♥❡❛❧②✐♥❝❡❛❡✇✐❤❤❡♥♦♠❛❧❧♦❛❞✳ ❲❤❡♥❤✐❣❤♣❡❢♦♠❛♥❝❡ ❛❡❡✉✐❡❞
❤♦✇❡✈❡✱❤❡❞❡❛✐❧♦❢❤❡❧♦❛❞❡♥✐✐✈✐②❜❡❝♦♠❡❝✉❝✐❛❧❢♦ ❤❡❤❛♥❞❧✐♥❣♦❢
❤❡❝❛✳❋✐❣✉❡✷✳✽❤♦✇ ♦♠❡❞❛❛❛❦❡♥❛❉❡❧❢ ❱❡❤✐❝❧❡❘❡❡❛❝❤▲❛❜♦❛♦②
✭◆❛✐♦♥❛❧❍✐❣❤✇❛②❚❛✣❝❙❛❢❡②❆❞♠✐♥✐ ❛✐♦♥✶✾✽✶✮✱❢♦❛②❡♦❧✐♥❣❛❛
❝♦♥❛♥ ♣❡❡❞♦❢✸✵km/h✳ ❚❤❡❡❞❛❛❞❡♠♦♥ ❛❡❤❛ ✐♥❡❛❧❝♦♥❞✐✐♦♥
❤❡❧✐♥❡❛✐②❜❡✇❡❡♥ ❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡❛♥❞❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✐❧❡ ❤❛♥✐❞❡❛❧✳
■♥♣❛✐❝✉❧❛✱❤❡❧♦♣❡♦❢❤❡❝❤❛❛❝❡✐✐❝❜❡✇❡❡♥ ❤❡✇♦✐ ♠♦♥♦♦♥✐❝❛❧②
❞❡❝❡❛✐♥❣✳❚❤✐♠❡❛♥ ❤❛❛♥②✐♥❝❡❛❡♦❢❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡✇✐❤❤❡♥♦♠❛❧
❧♦❛❞✐❛❧✇❛② ❧✐❣❤❧②❧♦✇❡ ❤❛♥✇❤❛ ❛❧✐♥❡❛ ♣♦❣❡✐♦♥✇♦✉❧❞❜❡✳ ❚❤✐
❞❡❡♣❧②❛✛❡❝ ❤❡❤❛♥❞❧✐♥❣♦❢ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ✇❤❡♥ ❤❡♠❛ ✐♥❝❡❛❡✳■♥❢❛❝✱
✇❤✐❧❡✐♥ ❛❝✐♥❣❝❛ ♠♦ ♦❢❤❡♥♦♠❛❧❧♦❛❞✐ ❞✉❡♦❛❡♦❞②♥❛♠✐❝❞♦✇♥❢♦❝❡✱
✐♥♣❛❡♥❣❡❝❛ ❤✐ ✐♠❛✐♥❧②❛ ♦❝✐❛❡❞♦ ❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡✱✇❤✐❝❤
✐♣♦♣♦✐♦♥❛❧♦ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠❛ ✳ ❚❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡❡✉✐❡❞♦♠❛♥❛❣❡❛
❝✉✈❡❛❛❝❡❛✐♥♣❡❡❞✐ ❛❧♦♣♦♣♦✐♦♥❛❧♦❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠❛ ✳ ❲❤✐❧❡❜♦❤
❤❡♥♦♠❛❧❧♦❛❞❛♥❞ ❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡❡✉✐❡❞♦♠❛♥❛❣❡❛❝✉✈❡❣♦✇❧✐♥❡❛❧②
✇✐❤ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠❛ ✱❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡❣❡♥❡❛❡❞❛ ❤❡ ②❡❣♦✇ ❧✐❣❤❧②
❧❡✳❚❤✐✐❛❝✉❝✐❛❧❡❛♦♥✇❤②✱❢♦♠❤❡❤❛♥❞❧✐♥❣♣♦✐♥♦❢✈✐❡✇✱❤❡✈❡❤✐❝❧❡
♠❛ ❤♦✉❧❞❜❡❦❡♣❛❧♦✇❛♣♦ ✐❜❧❡✳
❚❤❡❧♦❛❞ ❡♥✐✐✈✐②♦❢ ❤❡ ②❡❛❧♦❡①♣❧❛✐♥✇❤②❛✈❡❤✐❝❧❡✇✐❤✇❡✐❣❤
❡✉❛❧②❞✐ ✐❜✉❡❞♦✈❡ ❤❡②❡♣♦✈✐❞❡❜❡ ❡❝♦♥❡✐♥❣♣❡❢♦♠❛♥❝❡ ❤❛♥
✺✻


❈❍❆ ❚❊❘✷✳ ❚❨❘❊❇❊❍❆❱■❖❯❘
✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞✳
✷✳✻ ❈♦♠❜✐♥❡❞❖♣❡❛✐♦♥
■♥❙❡❝✐♦♥✷✳✸❛♥❞❙❡❝✐♦♥✷✳✹■❤❛✈❡❡♣❛❛❡❧②❛♥❛❧②❡❞ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧
❢♦❝❡❛♥❞❤❡❧❛❡❛❧❢♦❝❡❣❡♥❡❛❡❞❛ ❤❡✐♥❡❢❛❝❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡ ②❡❛♥❞
❤❡❣♦✉♥❞✳ ❚❤❡❡❢♦❝❡✱❤♦✇❡✈❡✱❛❡♦❢❡♥♣❡❡♥❛ ❤❡ ❛♠❡ ✐♠❡❛♥❞
❤❡②❛❡❝♦✉♣❧❡❞✇✐❤❡❛❝❤♦❤❡✳❇♦❤❤❡②❡ ✐✛♥❡ ❛♥❞❤❡❢✐❝✐♦♥✇✐❤
❤❡❣♦✉♥❞❛❡❡❞✉❝❡❞✐♥♦♥❡♦❢❤❡ ✇♦❞✐❡❝✐♦♥✭❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧♦ ❧❛❡❛❧✮
✇❤❡♥❛❢♦❝❡✐♥❤❡♦❤❡ ❞✐❡❝✐♦♥✐❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡②❡✭❲♦♥❣✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡
❢✐❝✐♦♥✇✐❤ ❤❡❣♦✉♥❞✐ ♣❛ ✐❝✉❧❛❧②✐♥❡❡✐♥❣❜❡❝❛✉❡✐✐ ❤❡❧✐♠✐✐♥❣
❢❛❝♦ ✐♥❤❡ ♦❛❧❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡❢♦❝❡♦ ❤❡❣♦✉♥❞✳ ❯♥❧✐❦❡ ❤❡ ②❡ ✐✛♥❡✱
✇❤✐❝❤✐ ❞✐❡❝✐♦♥❛❧②❞❡♣❡♥❞❡♥✭❛♥✐♦♦♣✐❝✮✱ ❤❡❢✐❝✐♦♥✇✐❤ ❤❡❣♦✉♥❞
✐♠♦ ❧②❤❡ ❛♠❡✐♥❡✈❡②❞✐❡❝✐♦♥✇❤❡♥❡✈❡ ❤❡❣♦✉♥❞✐❛❤❛❞ ✉❢❛❝❡
✭❍❛❧❛♥❞❉❛✈✐✶✾✻✺✮✳❚❤✐✐♥❢♦♠❛✐♦♥❛❧♦✇ ❤❡❡ ❛❜❧✐❤♠❡♥♦❢❛✐♠♣❧❡
❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡♠❛①✐♠✉♠❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛♥❞❧❛❡❛❧❢♦❝❡
❞✉✐♥❣❝♦♠❜✐♥❡❞♦♣❡❛✐♦♥✳❇②❡♣❡❡♥✐♥❣❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛♥❞ ❤❡❧❛❡❛❧
❢♦❝❡❛✈❡❝♦ ♦♥ ❤❡ ♦❛❞♣❧❛♥❡✱ ❤✐ ❡❧❛✐♦♥❤✐♣❝❛♥❜❡✈✐✉❛❧✐❡❞❛❛
❢✐❝✐♦♥❝✐❝❧❡❧✐♠✐✐♥❣❤❡✉♠♦❢❤❡✇♦❢♦❝❡✇✐❤❛✈❛❧✉❡❞❡♣❡♥❞❡♥♦♥
❤❡♠❛①✐♠✉♠❢ ✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥µmax ❛♥❞❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡Fz✳❋✐❣✉❡
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❚❤❡❛♥❣✉❧❛ ♠♦✈❡♠❡♥ ♦❢✈❡❤✐❝❧❡❛❡❛❧♦❞❡❝♦♠♣♦❡❞❛❝❝♦❞✐♥❣ ♦❤❡
✈❡❤✐❝❧❡❛①✐ ② ❡♠✳■♥♣❛✐❝✉❧❛✱♦❧✐ ❤❡♠♦✈❡♠❡♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛♦✉♥❞
❤❡X❛①✐✱♣✐❝❤✐ ❤❡♠♦✈❡♠❡♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛♦✉♥❞❤❡Y❛①✐❛♥❞②❛✇
✐ ❤❡♠♦✈❡♠❡♥❛♦✉♥❞❤❡Z❛①✐✭❱❡❤✐❝❧❡❉②♥❛♠✐❝❙❛♥❞❛❞❈♦♠♠✐ ❡❡
✷✵✵✽✮✳
❚❤❡ ❡❡✐♥❣❛♥❣❧❡✐ ❤❡❛✈❡❛❣❡❛♥❣❧❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡ ❡❡✐♥❣✇❤❡❡❧✭✉✉✲
❛❧②❤❡✇♦❢♦♥✇❤❡❡❧✮❛♥❞❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛①✐♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳●❡♥❡❛❧②✱
✐✐❝♦♥♦❧❡❞❜②❤❡❞✐✈❡ ❤♦✉❣❤❛ ❡❡✐♥❣✇❤❡❡❧✱❛❧❤♦✉❣❤✐♥♦♠❡❝❛❡✱
✻✻
❈❍❆ ❚❊❘✸✳ ❱❊❍■❈▲❊▼❖❚■❖◆❆◆❉◆❖❘▼❆▲❋❖❘❈❊
✉❝❤❛ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡■❞❡✈❡❧♦♣❡❞❢♦ ❤✐ ♣♦❥❡❝✱✐♠✐❣❤ ❜❡❝♦♥ ♦❧❡❞❜②❛♥
❡❧❡❝✐❝♠♦♦✳❚❤❡♦❡✐ ❤❡❛♥❣❧❡❤❛❡❛❝❤✇❤❡❡❧♠❛❦❡✇✐❤❤❡❧♦♥❣✐✉✲
❞✐♥❛❧❛①✐♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱✇❤❡♥❤❡ ❡❡✐♥❣❛♥❣❧❡✐♥✉❧✳
✸✳✸ ❊✉❛✐♦♥♦❢▲♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ▼♦✐♦♥
❚❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧✈❡❤✐❝❧❡❢♦❝❡✐ ❤❡♦❛❧❢♦❝❡❣❡♥❡❛❡❞❜②❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛❧♦♥❣
❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛①✐ X✳■❝♦❡♣♦♥❞ ♦ ❤❡ ♦❛❧❞✐✈✐♥❣❢♦❝❡✱✇❤✐❝❤✐
❤❡ ✉♠♦❢ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢♦❝❡❣❡♥❡❛❡❞❛❡❛❝❤✇❤❡❡❧✳ ❚❤✐✐❝❧❡❛❧②
❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✸✳✶✳FFLX ✱F
FR
X ✱F
RL
X ❛♥❞F
RR
X ❛❡❤❡❢♦❝❡❣❡♥❡❛❡❞
❛❧♦♥❣❤❡X❛①✐✱❡♣❡❝✐✈❡❧②❛ ❤❡❢♦♥❧❡❢✇❤❡❡❧✱ ❤❡❢♦♥ ✐❣❤✇❤❡❡❧✱ ❤❡
❡❛❧❡❢✇❤❡❡❧❛♥❞ ❤❡❡❛ ✐❣❤✇❤❡❡❧✳
FX=F
FL
X +F
FR
X +F
RL
X +F
RR
X ✭✸✳✶✮
❋♦ ❤❡❝♦♥✐♥✉❛✐♦♥♦❢❤✐ ❤❡✐■✇✐❧❛✉♠❡❤❛❛❧ ❤❡✇❤❡❡❧❛❡♣❛✲
❛❧❡❧♦❤❡❞✐❡❝✐♦♥♦❢♠♦✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳❚❤✐✐ ♦✉❣❤❧②✈❡✐✜❡❞✇❤❡♥❡✈❡
❤❡ ❡❡✐♥❣✇❤❡❡❧✐❦❡♣❛✐ ❝❡♥❛❧♣♦✐✐♦♥✱✐❢❤❡♦❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✐♥❡❣✲
❧✐❣✐❜❧❡✳❯♥❞❡ ❤✐❛✉♠♣✐♦♥✱❤❡X❛①✐♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❝♦ ❡♣♦♥❞ ♦❤❡x
❛①✐♦❢❡❛❝❤✇❤❡❡❧✱❛♥❞❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢♦❝❡♦❢❡❛❝❤✇❤❡❡❧❝❛♥❜❡✉❜ ✐✉❡❞
✐♥♦❊✉❛✐♦♥✸✳✶✳■♥♦❞❡ ♦♠❛❦❡❡①♣❧✐❝✐ ❤❡❞❡♣❡♥❞❡♥❝②♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐✲
♥❛❧✈❡❤✐❝❧❡❢♦❝❡♦♥❤❡ ❧✐♣❛✐♦❛♥❞❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✱■✇✐❧ ✉❜ ✐✉❡❤❡
❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢♦❝❡❛❡❛❝❤②❡✭❡①♣❡❡❞❛❛❢✉♥❝✐♦♥♦❢❤❡❧✐♣❛✐♦✇✐❤
Fx(Λt)✮✉✐♥❣❊✉❛✐♦♥✶✳✶✳❚❤❡❡✉❧✐♥❣❡❧❛✐♦♥❤✐♣✐❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✲
✐♦♥✸✳✷✱✇❤❡❡FFLz ✱F
FR
z ✱F
RL
z ❛♥❞F
RR
z ❛❡❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❛❡❛❝❤✇❤❡❡❧
❛♥❞ΛFL✱ΛFR✱ΛRL❛♥❞ΛRR❛❡❤❡❧✐♣❛✐♦♦❢❡❛❝❤②❡✳
FX=F
FL
z µx(ΛFL)+F
FR
z µx(ΛFR)+F
RL
z µx(ΛRL)+F
RR
z µx(ΛRR)✭✸✳✷✮
❆♥♦❤❡ ✇❛②♦❢❧♦♦❦✐♥❣❛ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧✈❡❤✐❝❧❡❢♦❝❡✐ ♦❞❡✐✈❡✐
❢♦♠ ❤❡❞✐✈✐♥❣♦ ✉❡✱✇❤✐❝❤✐ ❤❡♦♥❧②❢♦❝❡❣❡♥❡❛❡❞❞✐❡❝❧②❜②❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✳■♥♣❛ ✐❝✉❧❛✱❤❡❢♦❝❡Fx❛❡✈❡②②❡✐ ❤❡ ❡✉❧ ♦❢❤❡❞✐✈✐♥❣
♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❡♣❡❝✐✈❡✇❤❡❡❧♠✐♥✉ ❤❡✐♥❡ ✐❛❧♦ ✉❡♦❢❤❡✇❤❡❡❧✱
❡✈❡②❤✐♥❣❞✐✈✐❞❡❞❜②❤❡✇❤❡❡❧❛❞✐✉Re✳❚❤❡✐♥❡✐❛❧♦ ✉❡♦❢ ❤❡✇❤❡❡❧
✐❞❡✜♥❡❞❛IwyΩ̇✇❤❡❡I
w
y ✐ ❤❡♠♦♠❡♥ ♦❢✐♥❡ ✐❛♦❢❤❡✇❤❡❡❧❛♦✉♥❞
❤❡❤✉❜✳❆ ✉♠✐♥❣❤❛❡✈❡②✇❤❡❡❧❤❛ ❤❡❛♠❡♠♦♠❡♥♦❢✐♥❡✐❛Iwy❛♥❞❤❡
❛♠❡❛❞✐✉Re✱❤❡❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢♦❝❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡
✻✼
❛♥❞ ❤❡❞✐✈✐♥❣♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞ ♦❡❛❝❤✇❤❡❡❧✐ ❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✸✳✸✳
TFL✱TFR✱TRL❛♥❞TRR❛❡❤❡❞✐✈✐♥❣♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞ ♦❡❛❝❤✇❤❡❡❧✱✇❤✐❧❡
Ω̇FL✱Ω̇FR✱Ω̇RL❛♥❞Ω̇RR❛❡❤❡✐♠❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡♣❡❡❞♦❢❡❛❝❤✇❤❡❡❧✳
FX=
TFL−I
w
yΩ̇FL+TFR−I
w
yΩ̇FR+TRL−I
w
yΩ̇RL+TRR−I
w
yΩ̇RR
Re
✭✸✳✸✮
❚❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧✈❡❤✐❝❧❡❢♦❝❡✐♦♣♣♦❡❞❜②❤❡✐♥❡ ✐❛♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛♥❞
❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳❚❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡Fext✐♥❝❧✉❞❡ ❤❡
❛❡♦❞②♥❛♠✐❝❡✐❛♥❝❡✱❤❡♦❧✐♥❣❡✐❛♥❝❡❛♥❞❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡❛❧♦♥❣
❤❡X❛①✐✳❚❤❡✐♥❡✐❛❧❢♦❝❡♦❢ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡✐❞❡✜♥❡❞❛ mV̇v✱✇❤❡❡m
✐ ❤❡♠❛ ♦❢ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛♥❞V̇v✐ ❤❡✐♠❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✱
✐♥♦❤❡✇♦❞ ❤❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳
FX=mV̇v+Fext ✭✸✳✹✮
❊✉❛✐♦♥✸✳✷❛♥❞✸✳✹♣♦✈✐❞❡ ❤❡ ❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦❛
❡❛❝❤✇❤❡❡❧✱❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❛❡❛❝❤✇❤❡❡❧❛♥❞❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧♠♦✐♦♥♦❢❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✳❚❤❡❡❡✉❛✐♦♥♦❢♠♦✐♦♥✇✐❧❜❡❤❡ ❛✐♥❣♣♦✐♥♦❢❈❤❛♣❡✺✱✐♥
♦❞❡ ♦❜✉✐❧❞❛✐♠♣❧✐✜❡❞✏❙✐♥❣❧❡✇❤❡❡❧✑✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧✳
✸✳✹ ❊ ✐♠❛✐♦♥♦❢◆♦♠❛❧❋♦ ❝❡
■♥❈❤❛♣❡✺■✇✐❧♣♦♣♦❡❛♥♦✈❡❧❡❝❤♥✐✉❡♦❡✐♠❛❡❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡
❢♦❝❡✳ ❚❤❡❦♥♦✇❧❡❞❣❡♦❢❤❡❛♣♣❧✐❡❞❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡✐❢✉♥❞❛♠❡♥❛❧
♦❡✐♠❛❡❤❡❣✐♣♦✛❡❡❞❜②❤❡❣♦✉♥❞✱❤♦✇❡✈❡✐✐♥♦ ✉✣❝✐❡♥♦♥✐
♦✇♥✳ ❆ ❞✐❝✉❡❞✐♥❙❡❝✐♦♥✷✳✸✱❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡✐ ❤❡♣♦❞✉❝
♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥✱✇❤✐❝❤✐❛♠❡❛✉❡♦❢❤❡❣✐♣✇✐❤❤❡
❣♦✉♥❞✱❛♥❞ ❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦ ❤❡❣♦✉♥❞✳ ❆✜ ❛♣♣♦①✐♠❛✐♦♥
♦❢ ❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✐ ♦❛✉♠❡❛❝♦♥ ❛♥✈❛❧✉❡❞✉✐♥❣❤❡♠♦✐♦♥♦❢❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✳ ❲✐❤♦✉❝♦♥✐❞❡✐♥❣❛❡♦❞②♥❛♠✐❝❡✛❡❝ ❤❛✱✐♥❤❡♥♦♠❛❧❞✐❡❝✐♦♥✱
❛❡✉✉❛❧②♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✐♥♣❛ ❡♥❣❡✈❡❤✐❝❧❡✭❜✉♥♦✐♥❛❝✐♥❣❝❛✮✱❤❡♥♦♠❛❧
❢♦❝❡✐✱♦♥❛✈❡❛❣❡✭❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥✐❡♥ ❞✉❡ ♦✐❡❣✉❧❛✐✐❡♦❢ ❤❡ ♦❛❞✮✱
❞✉❡♦❧❡❧②♦❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛♥❞❤❡❣♦✉♥❞✳❋♦
❤✐ ❡❛♦♥✱❤❡❛✈❡❛❣❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❛❡❛❝❤✇❤❡❡❧❝❛♥❜❡♠❡❛✉❡❞✐♥ ❛✐❝
❝♦♥❞✐✐♦♥♦♥❛✢❛ ♦❛❞✳■♥❞②♥❛♠✐❝❝♦♥❞✐✐♦♥✱❤♦✇❡✈❡✱❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡
❝❛♥✈❛②❣❡❛❧②❞✉❡♦❤❡♣♦✜❧❡♦❢❤❡ ♦❛❞✱✐♥❤❡❢♦♠♦❢ ❧♦♣❡✱❜✉♠♣✱
✻✽
❈❍❆ ❚❊❘✸✳ ❱❊❍■❈▲❊▼❖❚■❖◆❆◆❉◆❖❘▼❆▲❋❖❘❈❊
❋✐❣✉❡✸✳✶✿▲♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❧♦❛❞ ❛♥❢❡
❝❡ ✱❞✐♣❛♥❞♦❢♦❤✳ ▼♦❡♦✈❡✱❤❡♥♦♠❛❧❧♦❛❞❛ ❤❡✇❤❡❡❧✐ ♦♥❣❧②
❛✛❡❝❡❞✇❤❡♥❡✈❡❛❢♦❝❡✐♥❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧♦ ❤❡❧❛❡❛❧❞✐❡❝✐♦♥✐❛♣♣❧✐❡❞
♦❤❡♣✉♥❣♠❛ ✳■♥❤✐ ❡❝✐♦♥■❛♠❣♦✐♥❣♦✐♥♦❞✉❝❡❜✐❡✢②❤❡♣♦❜❧❡♠
♦❢❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✱✐♥♦❞❡ ♦♦✛❡❛❝♦♠♣❧❡❡❢❛♠❡✇♦❦
❢♦ ❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡❣♦✉♥❞❝❤❛❛❝❡✐✐❝✳
✸✳✹✳✶ ◆♦♠❛❧❋♦ ❝❡♦♥❛❋❧❛ ❘♦❛❞
❊✈❡②❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❤❡❝❡♥❡♦❢❣❛✈✐②♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✐♥❛❞✐❡❝✐♦♥♣❛❛❧❡❧
♦❤❡ ♦❛❞♣❧❛♥❡✇✐❧ ❛♥❢❡♥♦♠❛❧❧♦❛❞❛♠♦♥❣✇❤❡❡❧✳■♥❣❡♥❡❛❧✱❤❡❡
❢♦❝❡❝❛♥❜❡❝❧❛✐✜❡❞✐♥♦✐♥❡✐❛❧❢♦❝❡❛♥❞❛❡♦❞②♥❛♠✐❝❢♦❝❡✱❛❧❤♦✉❣❤
✐♥❡✐❛❧❢♦❝❡❛❡❜②❢❛ ❤❡♠♦ ✐♠♣♦❛♥✐♥♣♦❞✉❝✐♦♥✈❡❤✐❝❧❡✳■♥❡✐❛❧
❢♦❝❡❝❛♥❜❡❡❛✐❧②♠❡❛✉❡❞❜②❦♥♦✇✐♥❣❤❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳ ❲❤✐❧❡
❧❛❡❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❝❛♥♦♥❧②❜❡♠❡❛✉❡❞✉✐♥❣❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡✱❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧
❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❝❛♥❛❧♦❜❡❡✐♠❛❡❞❢♦♠❤❡ ♣❡❡❞♦❢ ❤❡✇❤❡❡❧✳❚❤❡❧❛❡
♠✐❣❤ ❞✐✛❡ ❧✐❣❤❧②❢♦♠❤❡♣❡❡❞♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❞✉❡♦❤❡❧✐♣❛✐♦✱❤♦✇❡✈❡
✐♥❈❤❛♣❡✺■✇✐❧♣♦♣♦❡❛♥♦✈❡❧❡❝❤♥✐✉❡ ❤❛ ❛❧♦✇ ♦❡✐♠❛❡✉❝❤❛
❞✐✛❡❡♥❝❡❛♥❞❤❛❝❛♥❜❡✉❡❞♦♣♦❞✉❝❡♠♦❡❛❝❝✉❛❡❡✉❧ ✳
❋✐❣✉❡✸✳✶✐❧✉ ❛❡ ❤❡✐✉❛✐♦♥✇❤❡♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡❡①♣❡✐❡♥❝❡❛♥❛❝❝❡❧❡✲
❛✐♦♥V̇v❛❧♦♥❣❤❡X❛①✐♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳❯♥❞❡ ❤✐❝♦♥❞✐✐♦♥✱❤❡✐♥❡ ✐❛❧❢♦❝❡
❛❧♦♥❣❤❡X❛①✐✐−mV̇v✳❚❤❡♠♦♠❡♥♦❢❢♦❝❡❝❛✉❡❞❜②❤❡✐♥❡ ✐❛❧❢♦❝❡
❛ ❤❡❡❛❝♦♥❛❝♣❛❝❤❡❞✉❝❡ ❤❡♥♦♠❛❧❧♦❛❞❛ ❤❡❢♦♥ ②❡❜②❛✈❛❧✉❡
∆Fz✳❚❤✐✈❛❧✉❡✐❞❡♣❡♥❞❡♥♦♥❤❡✐♥❡ ✐❛❧❢♦❝❡✱❤❡❤❡✐❣❤♦❢❤❡❝❡♥❡♦❢
❣❛✈✐②♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡hCG❛♥❞❤❡✇❤❡❡❧❜❛❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡ℓ✱❛❡①♣❡❡❞❜②
❊✉❛✐♦♥✸✳✺✳❙✐♠✐❧❛❧②✱❤❡♥♦♠❛❧❧♦❛❞❛ ❤❡❡❛ ②❡✐♥✐♥❝❡❛❡❞❜②❤❡
❛♠❡✈❛❧✉❡∆Fz✭▼✐❧✐❦❡♥❛♥❞▼✐❧✐❦❡♥✶✾✾✺✮✳
✻✾
∆Fz=
hCG
ℓ
mV̇v ✭✸✳✺✮
■♥❣❡♥❡❛❧✱❤❡✇❤❡❡❧❜❛❡ℓ✈❛✐❡✈❡②❧✐❧❡❞✉❡♦❤❡ ✉♣❡♥✐♦♥♠♦✈❡✲
♠❡♥ ✱❤❡❡❢♦❡✐❝❛♥❜❡❝♦♥✐❞❡❡❞❛❝♦♥❛♥♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧♣❛❛♠❡❡♦❢❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✳❚❤❡❛♠❡♦❜❡✈❛✐♦♥❝❛♥❜❡♠❛❞❡❢♦hCG✳❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥✱❝♦♠♣❡♥✲
❛✐♥❣❢♦❧♦❛❞ ❛♥❢❡✐♥❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✐ ❡❧❛✐✈❡❧②❡❛②❛♥❞❝❛♥❜❡❞♦♥❡
✐♥❛♥②♠❛✲♣♦❞✉❝❡❞❇❊❱✱✇✐❤♦✉ ❡✉✐✐♥❣❛❞❞✐✐♦♥❛❧❤❛❞✇❛❡✳
✸✳✹✳✷ ◆♦♠❛❧❋♦ ❝❡♦♥❯♥❡✈❡♥●♦✉♥❞
❚❤❡ ❤❡♦②♣❡❡♥❡❞✉♥✐❧❤❡❡❝♦✈❡ ❤❡❜❡❤❛✈✐♦✉ ♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡♦♥❛✢❛
♦❛❞✱❜✉ ✇❤❛ ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ ❤❡ ♦❛❞♣❡❡♥ ❧♦♣❡✱❜✉♠♣✱❝❡ ❛♥❞
❞✐♣❄■♥❤✐❝❛❡✐✇♦✉❧❞♥♦ ❜❡♣♦ ✐❜❧❡♦❞❡❡❝ ❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❜❛❡❞♦♥
❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧♠♦✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳■♥❢❛❝✱❛❧♦♣❡✇♦✉❧❞❜❡❞❡❡❝❡❞❛
❛❝♦♥❛♥❢♦❝❡❛❣❛✐♥ ❤❡♠♦✐♦♥✱✇❤✐❝❤❝❛♥❜❡❝♦♥❢✉❡❞✇✐❤❛❡♦❞②♥❛♠✐❝
❞❛❣✳❇✉♠♣✱❝❡ ❛♥❞❞✐♣✐♥❡❛❞✇♦✉❧❞❜❡❞❡❡❝❡❞❛ ❡♠♣♦❛②❧♦ ❡♦❢
❛❞❤❡✐♦♥✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞✱✇❤✐❝❤❝❛♥❜❡❝♦♥❢✉❡❞✇✐❤✈❛✐❛✐♦♥✐♥❤❡❣♦✉♥❞
❝♦♥❞✐✐♦♥✳
■♥♦❞❡ ♦❡✐♠❛❡❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❛ ❤❡②❡✇❤✐❧❡ ❛✈❡❧✐♥❣♦♥✉♥❡✈❡♥
❣♦✉♥❞✱✐✐♥❡❝❡ ❛②♦♠❡❛✉❡♦♠❡❤♦✇❤❡✈❡ ✐❝❛❧♠♦✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳
❆ ♦❧✉✐♦♥♦❡✐♠❛❡❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✇♦✉❧❞❜❡♦♠❡❛✉❡❤❡❞❡❢♦♠❛✐♦♥
♦❢❤❡②❡✱❛ ❡✈❡❛❧♣♦✐♥ ♦❢❤❡❝✐❝✉♠❢❡❡♥❝❡♦❢❤❡②❡✳❆❝❛❡❢✉❧♠♦❞✲
❡❧✐♥❣♦❢❤❡❞❡❢♦♠❛✐♦♥♦❢❤❡ ②❡❝♦✉❧❞♣♦✈✐❞❡❛❝❝✉❛❡❡✉❧ ✱❤♦✇❡✈❡
❤✐ ❡❝❤♥✐✉❡❡✉✐❡ ❤❡✉❡♦❢❡✈❡❛❧❡♥♦ ♠♦✉♥❡❞♦♥❛♦❛✐♥❣✇❤❡❡❧✳
❆ ❡❧✐❛❜❧❡✐♠♣❧❡♠❡♥❛✐♦♥✇♦✉❧❞❜❡❛♠❛❥♦❡♥❣✐♥❡❡✐♥❣❝❤❛❧❡♥❣❡✱❛♥❞✇♦✉❧❞
♣♦❜❛❜❧②❜❡✈❡②❡①♣❡♥✐✈❡✳❚❤❡②❡♣❡✉❡❝♦✉❧❞❛❧♦❜❡✉❡❞♦❡✐♠❛❡
❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✱❛❧❤♦✉❣❤❤❡❡♥✐✐✈✐②♦❢❤❡②❡♣❡✉❡♦✇❛❞ ❤❡♥♦✲
♠❛❧❢♦❝❡✐✈❡②❧♦✇✳■♥❛❞❞✐✐♦♥✱❤❡②❡♣❡✉❡✈❛✐❡✇✐❤ ❡♠♣❡❛✉❡
❛♥❞❧♦❝❛✐♦♥✐♥❤❡❛✐ ❝❤❛♠❜❡✭❝♦♥✐❞❡✐♥❣❤❡❞②♥❛♠✐❝❜❡❤❛✈✐♦✉ ✐♥❛♦✲
❛✐♥❣✇❤❡❡❧✮✱❤❡❡❢♦❡✐✇♦✉❧❞❜❡✈❡②❞✐✣❝✉❧ ♦❞✐❝❡♥✉❡❢✉❧✐♥❢♦♠❛✐♦♥
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❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡❛❧♦♥❣❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛①✐❛♥❞θ✐ ❤❡✐♥❝❧✐♥❛✐♦♥❛♥❣❧❡♦❢❤❡
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accx=V̇v+gsin(θ) ✭✸✳✼✮
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♦❝✐❧❛✐♦♥❞✉❡ ♦❤❡✐ ❡❣✉❧❛✐✐❡♦❢❤❡ ♦❛❞✳❙✉❝❤♦❝✐❧❛✐♦♥❛❡✐♥❤❡
❡❧❛✐✈❡❧②❤✐❣❤❢❡✉❡♥❝②❞♦♠❛✐♥✱❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥ ❤❡ ✉♣❡♥✐♦♥❛♥❞❤❡♠❡✲
❝❤❛♥✐❝❛❧♣❛❛♠❡❡ ♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳■♥❣❡♥❡❛❧❤❡②❤❛✈❡❛♣❡✐♦❞♠❛❧❡ ❤❛♥
❛❢❡✇❡❝♦♥❞✳■♥❤❡❧♦✇❢❡✉❡♥❝②❞♦♠❛✐♥✱ ❤❡ ❡❛❞✐♥❣accz♦❢❤❡✈❡ ✐❝❛❧
❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡✐♦♥❧②❞❡♣❡♥❞❡♥ ♦♥ ❤❡✐♥❝❧✐♥❛✐♦♥❛♥❣❧❡θ✱❛❡①♣❡❡❞✐♥
❊✉❛✐♦♥✸✳✽✳
accz=−gcos(θ) ✭✸✳✽✮
■✐✐♠♣♦❛♥ ♦♥♦✐❝❡❤❡♣❡✈✐♦✉❢✉♥❝✐♦♥✐ ②♠♠❡✐❝❛♦✉♥❞θ=0✱
♠❡❛♥✐♥❣✐ ❞♦❡ ♥♦ ❞✐✛❡❡♥✐❛❡❛❝❧✐♠❜❢♦♠❛❞♦✇♥❤✐❧✐❢ ❤❡②❤❛✈❡ ❤❡
❛♠❡❧♦♣❡✳ ❚❤✐♠❛❦❡ ✐❞✐✣❝✉❧ ♦✉❡❤❡ ♦❧❡✈❡✐❝❛❧❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡❢♦
❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥✳■♥❤❡♣♦♣♦❡❞❛♣♣♦❛❝❤✱
❛♥✐♥✐✐❛❧❛♥❣❧❡θ0✐❝❛❧❝✉❧❛❡❞❞✉✐♥❣❤❡✐♥✐✐❛❧✐❛✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❝♦♥ ♦❧✱
✉♥❞❡ ❤❡❛ ✉♠♣✐♦♥❤❛✱❛ ❤✐ ❛❣❡✱ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡✐ ♥♦ ♠♦✈✐♥❣✳■♥ ❤✐
❝♦♥❞✐✐♦♥✱❤❡ ❡❛❞✐♥❣♦❢❤❡❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡ ❛❧♦♥❣ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛♥❞ ❤❡
✈❡✐❝❛❧❞✐❡❝✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❝❛♥♣♦✈✐❞❡❛❡❧✐❛❜❧❡♠❡❛✉❡♠❡♥♦❢θ0✱❛
❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✸✳✾✳
✼✹
❈❍❆ ❚❊❘✸✳ ❱❊❍■❈▲❊▼❖❚■❖◆❆◆❉◆❖❘▼❆▲❋❖❘❈❊
θ0=arctan
accx
−accz
✭✸✳✾✮
❚❤❡❝✉ ❡♥❛♥❣❧❡θ✐❝❛❧❝✉❧❛❡❞❢♦♠θ0❜②✐♥❡❣❛✐♥❣✇✐❤ ✐♠❡❤❡
❡❛❞✐♥❣gyry♦❢❤❡❣②♦❝♦♣❡✱❛❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✸✳✶✵✳
θ̂=θ0+
t
t0
gyrydt−∆θLF ✭✸✳✶✵✮
❚❤❡✈❛✐❛❜❧❡∆θLF ✐♥❡❡❞❡❞ ♦❝♦❡❝✐♥❡✈✐❛❜❧❡❡♦✳■♥❢❛❝✱❛♠❛❧
♦✛❡✐♥❤❡❣②♦❝♦♣❡♦✉♣✉ ✇♦✉❧❞❣❡♥❡❛❡❛♥❡♦❣♦✇✐♥❣❧✐♥❡❛❧②✇✐❤
❤❡ ✐♠❡✱✇❤✐❧❡❛♠❛❧❡ ♦✐♥❤❡❝❛❧❝✉❧❛✐♦♥♦❢❤❡✐♥✐✐❛❧❛♥❣❧❡✇♦✉❧❞❜❡
❝❛✐❡❞♦✈❡✐♥❞❡✜♥✐❡❧②✳■♥♦❞❡ ♦❝♦❡❝ ❤❡❡❡♦✱■♣♦♣♦❡♦✉❡❤❡
❡❛❞✐♥❣♦❢❤❡✈❡ ✐❝❛❧❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡ ♦❣❡♥❡❛❡❛❧♦✇❢❡✉❡♥❝②✐♥❞✐❝❛♦♦❢
❤❡✐♥❝❧✐♥❛✐♦♥❛♥❣❧❡✳ ❆❝❝♦❞✐♥❣ ♦❊✉❛✐♦♥✸✳✽✱❤❡✈❡ ✐❝❛❧❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡
❝❛♥♦♥❧②♠❡❛✉❡❤❡❛❜♦❧✉❡✈❛❧✉❡♦❢❤❡✐♥❝❧✐♥❛✐♦♥❛♥❣❧❡✱❤❡❡❢♦❡❤❡
③❡♦✲❝♦✐♥❣❤❛ ♦❜❡❞❡❡♠✐♥❡❞❜② ❤❡❣②♦❝♦♣❡✳❯✐♥❣❤✐✐♥❢♦♠❛✐♦♥✱
❤❡❝♦ ❡❝✐✈❡❢❛❝♦∆θLF ❝❛♥❜❡♦❜❛✐♥❡❞❜②✜❧❡✐♥❣✇✐❤❛❧♦✇✲♣❛ ✜❧❡
❤❡✈❛✐❛❜❧❡∆θ✱❝❛❧❝✉❧❛❡❞❛❝❝♦❞✐♥❣♦❊✉❛✐♦♥✸✳✶✶✳
∆θ=θ0+
t
t0
gyrydt−sign θ̂arccos(accz) ✭✸✳✶✶✮
❚❤❡♣♦♣♦❡❞❛♣♣♦❛❝❤✐✈❡②♦❜✉✱❛♥❞✐♦♥❧②❢❛✐❧ ♦❝♦♥✈❡❣❡✇❤❡♥
❤❡✐♥✐✐❛❧❛♥❣❧❡✐♠❡❛✉❡❞✇✐❤❤❡✇♦♥❣✐❣♥❛♥❞❤❡❛♥❣❧❡♥❡✈❡❝♦❡
❤❡③❡♦✳■♥❤✐❝❛❡❤❡♦❧✉✐♦♥✇♦✉❧❞❝♦♥✈❡❣❡♦✇❛❞−θ✱❞❡✈✐❛✐♥❣❜✐❡✢②
❢♦♠✐✇❤✐❧❡ ❤❡❛♥❣❧❡✐ ❝❤❛♥❣✐♥❣❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡✐♥❡❣❛❧✐♥✸✳✶✵❜✉♥❡✈❡
❡♥♦✉❣❤♦✢✐♣❤❡✐❣♥✳❚❤✐ ✐✉❛✐♦♥✐✈❡②✉♥❧✐❦❡❧②❛✐ ❡✉✐❡❛♥✐♥✐✐❛❧
❛♥❣❧❡✈❡②❝❧♦❡♦③❡♦✱ ♦❤❛ ❛♥❡♦ ✐♥❤❡♠❡❛✉❡♠❡♥❝❛♥❧❡❛❞♦❛
❝❛❧❝✉❧❛✐♦♥♦❢❤❡✐♥✐✐❛❧❛♥❣❧❡✇✐❤ ❤❡✇♦♥❣✐❣♥✱❛♥❞❛❧♦♣❡❤❛✱❞❡♣✐❡
❛✐♥❣✈❡②❝❧♦❡♦③❡♦✱❞❡✈✐❛❡❢♦♠✐ ✇✐❤♦✉ ❡✈❡❝♦✐♥❣✐❛❣❛✐♥✳
❚❤❡♠❡❤♦❞♣♦♣♦❡❞❝♦✈❡ ❛♥②✇❛②❛♠✉❝❤✇✐❞❡ ❝❡♥❛✐♦❤❛♥❤❡✢❛ ♦❛❞
❛✉♠❡❞✐♥✭❋✉❥✐♠♦♦✱❋✉❥✐✱❛♥❞❚❛❦❛❤❛❤✐✷✵✵✼✮✳❲✐❤ ❤❡❝♦ ❡❝❡✐♠❛❡
♦❢❤❡♦❛❞❛♥❣❧❡✱❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❝❛♥❜❡❝❛❧❝✉❧❛❡❞
✼✺
❋✐❣✉❡✸✳✹✿❚❤❡❜❧♦❝❦❞✐❛❣❛♠♦❢❤❡❡✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡♦❛❞❛♥❣❧❡❛♥❞❤❡❧♦♥❣✐✉✲
❞✐♥❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥
❛❝❝♦❞✐♥❣♦❊✉❛✐♦♥✸✳✶✷✳
V̇v=accx−gsinθ̂ ✭✸✳✶✷✮
❆ ♣❡✈✐♦✉❧②❞✐❝✉❡❞✱✐✇♦✉❧❞❜❡✜♥❛❧②♣♦ ✐❜❧❡♦✉❡❤❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥
♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡V̇v ♦❡✐♠❛❡❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡Fext✳❚❤❡❜❧♦❝❦❞✐❛❣❛♠✉♠✲
♠❛✐✐♥❣❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡♦❛❞❛♥❣❧❡❛♥❞❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥✐
❤♦✇♥✐♥❋✐❣✉❡✸✳✹✳
■❤❛✈❡✐♠♣❧❡♠❡♥❡❞❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡✐♥❝❧✐♥❛✐♦♥❛♥❣❧❡❛♥❞❤❡
❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦♥❤❡ ✉❛❞❜✐❦❡✉❡❞❢♦♠②♣♦❥❡❝✭■✇✐❧♣♦✈✐❞❡
♠♦❡✐♥❢♦♠❛✐♦♥✐♥❈❤❛♣❡✹✮✳■♥❡❛❞♦❢❞✐❝❡❡❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡✱■❤❛✈❡✉❡❞
❛♥❛❞✈❛♥❝❡❞■▼❯✇❤✐❝❤✐♥❡❣❛❡ ❤❡❡❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡✱❤❡❡❣②♦❝♦♣❡❛♥❞
❤❡❡♠❛❣♥❡♦♠❡❡✳❚❤✐✉♥✐ ✐♣❛❣♠❛✐❝❛❧②❧♦❝❛❡❞♦♥❤❡ ♣✉♥❣♠❛
✐♥♦❞❡ ♦❡❛✐❧②❝♦♠♠✉♥✐❝❛❡✇✐❤❤❡✈❡❤✐❝❧❡❝♦♥ ♦❧✉♥✐✳■♥❤❡❢✉✉❡✱❤❡
■▼❯❝♦✉❧❞❛❧♦✇❤❡❝❛❧❝✉❧❛✐♦♥♦❢❤❡❛❜♦❧✉❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❛♥❞❤❡❛❜♦❧✉❡
♦✐❡♥❛✐♦♥✐♥❤❡❤❡❡♣❛❝✐❛❧❞✐♠❡♥✐♦♥✳
✸✳✻ ❙✉♠♠❛②
■♥❤✐❝❤❛♣❡■❤❛✈❡❞✐❝✉❡❞❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛♥❞❤❡✈❡ ✐❝❛❧♠♦✐♦♥♦❢❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✳■❤❛✈❡♣❡❡♥❡❞❤❡❜❛✐❝❡✉❛✐♦♥♦❢❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧♠♦✐♦♥✱✇❤✐❝❤✇✐❧
❜❡❤❡❢♦✉♥❞❛✐♦♥♦❢♠②❛♥❛❧②✐✐♥❈❤❛♣❡✺✳■❤❛✈❡✐♥♦❞✉❝❡❞❤❡♣♦❜❧❡♠
♦❢❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✱♣♦♣♦✐♥❣❞✐✛❡❡♥ ♦❧✉✐♦♥❜❛❡❞♦♥
❤❡❡♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱✐♥♦❞❡ ♦❝♦✈❡ ❤❡✇❤♦❧❡❛♥❣❡♦❢❞✐✈✐♥❣
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❡❡✐♥❣❝♦❧✉♠♥✳❋✐❣✉❡✹✳✸❤♦✇ ❤❡♠♦♦✱❛✇❡❧❛ ❤❡❜♦①❝♦♥❛✐♥✐♥❣❤❡
❡❡✐♥❣❝♦♥♦❧❜♦❛❞✳❚❤❡♠♦♦✐❛ ❛✈❛❧✉① ▼✶✵✇✐❤▲❲❙❣❡❛❜♦①✭❤✐
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❝♦❧✉♠♥❜②✇♦ ♣♦❝❦❡ ❛♥❞❛❝❤❛✐♥✳❙✉❝❤ ❛♥♠✐ ✐♦♥♣♦✈✐❞❡❛❢✉❤❡
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♣♦✈✐❞❡❞❜②❛♥❛✈❡❛❣❡♣❡♦♥✉♥✐♥❣❤❡❤❛♥❞❧❡❜❛✱❛❧❤♦✉❣❤❤❡♣❡ ♦♥❝❛♥
❡①❡ ♠♦❡♣♦✇❡❛♥❞✉♥❤❡❤❛♥❞❧❡❜❛♠✉❝❤❢❛ ❡✳◆♦♥❡❤❡❧❡ ✱❤❡♣❡❡❞
♦❢❤❡ ❡❡✐♥❣✇❛♥♦❛❝✐✐❝❛❧❡✉✐❡♠❡♥❢♦♦✉❛✉♦♥♦♠♦✉✈❡❤✐❝❧❡✳
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✐❣❤❜❡❤✐♥❞ ❤❡❤❛♥❞❧❡❜❛✱✐♥♦❞❡ ♦♣♦✇❡ ❛♥❞❝♦♥♦❧ ❤❡ ② ❡♠✳ ❚♦✲
❣❡❤❡ ✇✐❤ ❤❡♠ ❤❡❡✐❛♥❡♠❡❣❡♥❝②❜✉♦♥ ♦❝✉ ♦✛ ❤❡♣♦✇❡ ♦ ❤❡
♠♦♦✳▲♦❝❛❡❞✈❡②❝❧♦❡♦❤❡❡♠❡❣❡♥❝②❜✉♦♥✱❛♦❛②♣♦❡♥✐♦♠❡❡
✐❝♦♥♥❡❝❡❞♦❤❡ ❡❡✐♥❣❝♦❧✉♠♥✳❚❤✐✐✉❡❞♦♣♦✈✐❞❡❤❡ ❡❡✐♥❣♣♦✲
✐✐♦♥♦❤❡ ❡❡✐♥❣❝♦♥♦❧❜♦❛❞✳ ❚❤❡♣♦❡♥✐♦♠❡❡✐❛❱✐❤❛②❙♣❡❝ ♦❧
✸✺✼✲✹✺✵✻✲✺✵✷✱ ✐♥❣❧❡✉♥✭✸✹✵◦❡❧❡❝✐❝❛❧ ❛✈❡❧✮✇✐❤✺kΩ ❡✐❛♥❝❡✳■ ✐
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✈♦❧❛❣❡❛♣♣❧✐❡❞❜❡✇❡❡♥✵❱❛♥❞ ❤❡❜❛ ❡②✈♦❧❛❣❡✭❲▼✮✳❚❤❡♣✉❧ ❡♦❢
✈♦❧❛❣❡❛❡✜❧❡❡❞❜②❤❡✐♥❞✉❝❛♥❝❡❛♥❞❤❡❡✐❛♥❝❡♦❢❤❡♠♦♦✱❣❡♥❡❛✲
✐♥❣❛❝✉❡♥✇✐❤❛✐♣♣❧❡❛ ❤❡ ❲▼❢ ❡✉❡♥❝②✳❚❤❡✐♣♣❧❡❤❛❛ ✐❛♥❣✉❧❛
❤❛♣❡✱✇✐❤ ❤❡❝✉ ❡♥✐♥❝❡❛✐♥❣✇❤❡♥❤❡❜❛ ❡②✈♦❧❛❣❡✐ ❛♣♣❧✐❡❞❛♥❞
❞❡❝❡❛✐♥❣✇❤❡♥❤❡♠♦♦✐ ❤♦ ❝✐❝✉✐❡❞✳
❇❡❝❛✉❡❤❡♠♦♦❝✉❡♥✐❛♦❝✐❛❡❞♦❤❡♦ ✉❡❣❡♥❡❛❡❞✱❤❡❝✉ ❡♥
✐♣♣❧❡ ❛♥❧❛❡✐♥♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✈✐❜❛✐♦♥✳ ▼♦❡♦✈❡✱✐❝❛✉❡❤✐❣❤❡❧❡❝ ♦✲
♠❛❣♥❡✐❝❞✐✉❜❛♥❝❡✳■✐ ❤❡❡❢♦❡✐♠♣♦❛♥ ♦❡❞✉❝❡❤❡❛♠♣❧✐✉❞❡♦❢❤❡
❝✉❡♥ ✐♣♣❧❡❜②✐♥❝❡❛✐♥❣❤❡ ❲▼❢ ❡✉❡♥❝②✳ ❖♥ ❤❡ ✉❛❞❜✐❦❡❛ ❲▼
❢❡✉❡♥❝②♦❢✷✵kHz✐✉❡❞✳❚❤✐❢❡✉❡♥❝②✐ ♦✇❛❞ ❤❡✉♣♣❡❜♦✉♥❞❛②♦❢
❤❡❤❡❛✐♥❣❛♥❣❡✭❛♣♣♦①✐♠❛❡❧②❢♦♠✷✵Hz ♦✷✵kHz✮✱♠❛❦✐♥❣❤❡♠♦♦
❜❛❡❧②❛✉❞✐❜❧❡✳❚❤❡✐♥❝❡❛❡♦❢❤❡ ❲▼❢ ❡✉❡♥❝②❝❛✉❡❛❧♦ ♦❢❡♦❧✉✐♦♥
✐♥❤❡✈♦❧❛❣❡❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱❞✉❡♦❤❡❧✐♠✐❡❞✐♠❡✲❡♦❧✉✐♦♥♦❢❤❡♠✐❝♦❝♦♥✲
♦❧❡✳■♥❢❛❝✱❤❡ ❲▼ ✐❣♥❛❧❛❡❣❡♥❡❛❡❞✇✐❤❛♥❛❝❝✉❛❝②♦❢✷✺ns✭✹✵
MHz ✐ ❤❡❝❧♦❝❦♣❡❡❞♦❢❤❡❋●❆✮❛♥❞❤❛✈❡❛♠✐♥✐♠✉♠✇✐❞❤♦❢✶✵✵ns✱
✾✵
❈❍❆ ❚❊❘✹✳ ❉❊❙■●◆❆◆❉❉❊❱❊▲❖ ▼❊◆❚❖❋❚❊❙❚❱❊❍■❈▲❊
❞✉❡♦❤❡❧✐♠✐❛✐♦♥♦❢❤❡■✴❖♠♦❞✉❧❡✳❚❤✐ ❛♥❧❛❡✐♥♦❛✈♦❧❛❣❡❡♦✲
❧✉✐♦♥♦❢✵✳✵✷✹V❛♥❞❛♠✐♥✐♠✉♠✈♦❧❛❣❡❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡♦❢✵✳✵✾✻V✳❙✉❝❤✈❛❧✉❡
❛❡❡❧❛✐✈❡❧②♠❛❧❛♥❞❞♦♥♦ ❛✛❡❝ ❤❡❝✉ ❡♥❝♦♥♦❧✉❜ ❛♥✐❛❧②✳
❚❤❡♠♦♦ ✉❡❞❤❛✈❡✈❡②❧♦✇✈❛❧✉❡♦❢❛♠❛✉❡✐♥❞✉❝❛♥❝❡❛♥❞❛♠❛✉❡
❡✐❛♥❝❡✱❛❜♦✉✷✵uH❛♥❞✹✺mΩ ❡♣❡❝✐✈❡❧②✳❚❤❡♠❛❧❡ ❤❡❡♣❛❛♠❡❡
❛❡❤❡✇✐❞❡ ❤❡ ✐♣♣❧❡♦❢❤❡❝✉ ❡♥✐❛♥❞❤❡❢❛ ❡ ❤❡❝✉ ❡♥ ❡♣♦♥❡
❝❛♥❜❡✳❚♦❤❛✈❡❛♦✉❣❤✐❞❡❛♦❢❤❡❝♦♠♣❧✐❝❛✐♦♥✐♥❤❡❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥❞✉❡♦
✉❝❤❛❧♦✇✐♥❞✉❝❛♥❝❡✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦♥❡❣❧❡❝ ❤❡❡✛❡❝ ♦❢❤❡ ❡✐❛♥❝❡❢♦
❛♠♦♠❡♥✳❆♥❡♦♥❡♦✉✐♠♣❧❡♠❡♥❛✐♦♥♦❢❤❡❝✉ ❡♥❝♦♥♦❧✇❤✐❝❤❛♣♣❧✐❡
❤❡♠❛①✐♠✉♠✈♦❧❛❣❡❢♦ ♦♥❡ ❲▼♣❡ ✐♦❞✇♦✉❧❞❝❛✉❡❤❡❝✉ ❡♥ ♦ ✐❡
❢♦♠✵A ♦✶✷✵A✱✇❤✐❝❤✐✈❡②❝❧♦❡♦❤❡❝✉ ❡♥❧✐♠✐♦❢❤❡ ❛♥✐♦
✉❡❞✳❚❤✐✇❛ ❛❤✉❣❡♣♦❜❧❡♠❜❡❝❛✉❡✐♥✐✐❛❧②❤❡❜♦❛❞❞✐✈✐♥❣❤❡♠♦♦
✇❡❡♥♦♣♦❡❝❡❞❛❣❛✐♥ ♦✈❡❝✉❡♥❛♥❞❛❝✉❡♥❧✐♠✐❛✐♦♥✐♠♣❧❡♠❡♥❡❞
❜② ♦❢✇❛❡✇♦✉❧❞❤❛✈❡❜❡❡♥♦♦ ❧♦✇✳ ❋✐♥❛❧②❛♣♦♣❡ ♣♦❡❝✐♦♥❝✐❝✉✐
✐♥❡❣❛❡❞✐♥♦ ❤❡❞✐✈❡♦❢ ❤❡ ❛♥✐♦ ✇❛ ❞❡✐❣♥❡❞✭♠♦❡♦♥❤❛ ✐♥
❙❡❝✐♦♥✹✳✸✮✳
✹✳✹✳✶ ❈❤❛❧❡♥❣❡
✹✳✹✳✶✳✶ ▼✐♥✐♠✉♠◆♦♥✲❩❡♦❱♦❧❛❣❡❆♣♣❧✐❝❛❜❧❡❞✉❡ ♦❉❡❛❞❜❛♥❞
■♥❙❡❝✐♦♥✹✳✸■♠❡♥✐♦♥❡❞❤❡♥❡❡❞ ♦❛♣♣❧②❝❡❛✐♥❞❡❛❞❜❛♥❞❜❡✇❡❡♥ ❤❡
✇✐❝❤✐♥❣♦❢❤❡ ✇♦ ❛♥✐♦ ✐♥❡❛❝❤❧❡❣♦❢❤❡❍✲❜✐❞❣❡✳■♥❡❛❝❤❧❡❣✱✐♥
❢❛❝✱❤❡ ✇♦ ❛♥✐♦ ✇✐❝❤✐♥♦♣♣♦✐✐♦♥✐♥♦❞❡ ♦♣✉❧ ❤❡✈♦❧❛❣❡❛
❤❡♠♦♦ ❡♠✐♥❛❧❛❧❡♥❛✐✈❡❧②♦✇❛❞ ❤❡❜❛ ❡②✈♦❧❛❣❡❛♥❞ ♦✇❛❞ ✵
❱✳ ❲✐❤♦✉ ❤❡❞❡❛❞❜❛♥❞✱❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡✐♠❡✐♥❤❡❡♥❧②❡✉✐❡❞♦✇✐❝❤
❛ ❛♥✐♦❢♦♠❛♥♦✛♦❛♥♦♥ ❛❡✱❛❤♦ ❝✐❝✉✐✇♦✉❧❞❜❡ ❡♠♣♦❛✐❧②
❝❡❛❡❞❛❝♦ ❤❡❜✉ ♦❢ ❤❡❍✲❜✐❞❣❡✳ ❚❤❡❞❡❛❞❜❛♥❞♥❡❡❞ ♦❜❡❛♣♣❧✐❡❞
❢♦❛♣❡❝✐✜❝✐♠❡❞❡♣❡♥❞❡♥♦♥❤❡♣❤②✐❝❛❧❝❤❛❛❝❡✐✐❝♦❢❤❡ ❛♥✐♦✳
❉✉✐♥❣❤❡❞❡❛❞❜❛♥❞✱❤❡ ♠♦♦ ❝✉❡♥✐ ✉ ❛✐♥❡❞❜② ❤❡❢❡❡✇❤❡❡❧✐♥❣
❞✐♦❞❡❡♠❜♦❞✐❡❞✐♥♦♦♥❡♦❢ ❤❡ ✇♦ ▼❖❙❋❊❚✱❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥❤❡❝✉ ❡♥
❞✐❡❝✐♦♥✳ ❋♦❡①❛♠♣❧❡✱✐♥❋✐❣✉❡✹✳✼❛♣♦✐✐✈❡❝✉❡♥❣♦✐♥❣ ❤♦✉❣❤ ❤❡
♠♦♦ ❢♦♠❚✶♦❚✹✇✐❧ ❛ ♣❛ ✐♥❣❤♦✉❣❤❤❡❢❡❡✇❤❡❡❧✐♥❣❞✐♦❞❡✐♥❚✷
❛ ♦♦♥❛ ❚✶✐ ✇✐❝❤❡❞♦✛✳ ❚❤✐✇✐❧❛♣♣❧②✵❱❛ ❤❡♠♦♦ ❡♠✐♥❛❧
❞✉✐♥❣❤❡❞❡❛❞❜❛♥❞✳❆♥❡❣❛✐✈❡❝✉❡♥✐♥❡❛❞✇✐❧❜❡❝❛✐❡❞❜②❤❡❞✐♦❞❡
✐♥❚✶✱❛♣♣❧②✐♥❣❱❝❝❛ ❤❡♠♦♦ ❡♠✐♥❛❧✳❉✉✐♥❣❛❢✉❧ ❲▼♣❡ ✐♦❞❡❛❝❤
❛♥✐♦ ✇✐❝❤❡ ✇♦ ✐♠❡✐♥♦❞❡ ♦❛❧❡♥❛✐✈❡❧②♣✉❧ ❤❡✈♦❧❛❣❡♦❢❤❡
♠♦♦ ❡♠✐♥❛❧ ♦✵❱❛♥❞❱❝❝✱ ❤❡❡❢♦❡ ♠♦❞✉❧❛✐♥❣❤❡❛✈❡❛❣❡✈♦❧❛❣❡
❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡❢❛❝✐♦♥♦❢❤❡ ❲▼♣❡ ✐♦❞✐♥✇❤✐❝❤❤❡ ♠♦♦ ❡♠✐♥❛❧✐
♣✉❧❡❞♦❤❡❜❛ ❡②✈♦❧❛❣❡✐❝❛❧❡❞❞✉②❝②❝❧❡✳❚❤❡❞✉②❝②❝❧❡✐♣❛ ✐❝✉❧❛❧②
✐♠♣♦❛♥ ❜❡❝❛✉❡✐ ❛❧♦ ❡♣❡❡♥ ❤❡ ❛✐♦❜❡✇❡❡♥ ❤❡❛✈❡❛❣❡✈♦❧❛❣❡
✾✶
❛♣♣❧✐❡❞❛♥❞❤❡❜❛ ❡②✈♦❧❛❣❡✳
❇❡❝❛✉❡❡❛❝❤ ❛♥✐♦ ✇✐❝❤❡ ✇♦ ✐♠❡✱✇♦❞❡❛❞❜❛♥❞ ❛❡❛♣♣❧✐❡❞❢♦
❡✈❡② ❲▼♣❡ ✐♦❞✳❉✉✐♥❣❡❛❝❤❞❡❛❞❜❛♥❞✱❤❡✈♦❧❛❣❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡♠♦♦
❡♠✐♥❛❧♦♥❧②❞❡♣❡♥❞ ♦♥❤❡❞✐❡❝✐♦♥♦❢❤❡♠♦♦❝✉❡♥✳ ❲❤❡♥❤❡♠♦♦
❝✉❡♥✐♥❡❣❛✐✈❡✱✇❤✐❝❤❤❛♣♣❡♥❞✉✐♥❣❜❛❦✐♥❣✱❤❡✈♦❧❛❣❡❛♣♣❧✐❡❞❞✉✐♥❣
❤❡❞❡❛❞❜❛♥❞ ✐ ❤❡❜❛ ❡②✈♦❧❛❣❡✭❱❝❝✮✳ ❚❤✐ ❧✐♠✐ ❤❡♠✐♥✐♠✉♠ ✐♠❡
❤❛ ❤❡♠♦♦ ❡♠✐♥❛❧❝❛♥❜❡♣✉❧❡❞ ♦❤❡❜❛ ❡②✈♦❧❛❣❡✳❈♦♥❡✉❡♥❧②✱
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♦❢❤❡❜❛❦✐♥❣♦ ✉❡❛ ❧✐❣❤❧②❞✐✛❡❡♥ ♣❡❡❞❡✈❡②✐♠❡✳
✹✳✹✳✶✳✸ ❚✐♠✐♥❣♦❢ ❤❡❈♦♥ ♦❧
❆♥♦❤❡ ✐✉❡■❡♥❝♦✉♥❡❡❞✱❡❧❛❡❞♦❤❡❤❛❞✇❛❡❛❝❤✐❡❝✉❡❝❤♦❡♥✱✐
❤❛ ❤❡❝✉ ❡♥ ♥❡❡❞ ♦❜❡ ❛♠♣❧❡❞❛ ❝❧♦❡❛♣♦ ✐❜❧❡♦ ❤❡❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦ ❤❡ ♠✐❞❞❧❡♦❢ ❤❡ ❲▼✭❇♦ ❡✶✾✾✼✮✳ ❇❡❝❛✉❡♦❢ ❤❡ ✐❛♥❣✉❧❛ ❤❛♣❡
♦❢ ❤❡❝✉ ❡♥ ✐♣♣❧❡✱❤✐ ✐ ❤❡♦♥❧②✇❛② ♦♠❡❛✉❡❤❡❛✈❡❛❣❡✈❛❧✉❡♦❢
❝✉❡♥❞✉✐♥❣♦♥❡ ❲▼♣❡ ✐♦❞✱❛ ❛♠♣❧✐♥❣❛❛♥♦❤❡ ♣♦✐♥✇♦✉❧❞ ❡❝♦❞
❤❡❝✉ ❡♥ ✐♣♣❧❡❞✉❡♦❤❡ ❲▼❛♥❞✉ ✐♥❣❛❧♦✇♣❛ ✜❧❡✇♦✉❧❞♥♦✐❝❡❛❜❧②
❞❡❧❛②❤❡❝♦♥♦❧✳❚❤❛♥❦ ♦❤❡♣❡❝✐❡❝♦♥♦❧♦❢❤❡❤❛❞✇❛❡♦✛❡❡❞❜②❤❡
❋ ●❆✭❡❡❙❡❝✐♦♥✹✳✺✮✐✇❛ ♣♦ ✐❜❧❡♦❛♠♣❧❡❤❡❝✉ ❡♥❝♦❡❝❧②✳■✐
✾✸
❋✐❣✉❡✹✳✶✵✿❊❛❧②✐♠♣❧❡♠❡♥❛✐♦♥♦❢❝✉❡♥❝♦♥♦❧♦♥❤❡ ✉❛❞❜✐❦❡✱✇✐❤✐♥❛✲
❜✐❧✐②❞✉✐♥❣❜❛❦✐♥❣❛❧♦✇♣❡❡❞
❚❛❜❧❡✹✳✶✿ ❙♣❡❝✐✜❝❛✐♦♥❢♦ ❤❡❝✉ ❡♥❝♦♥♦❧♦❢❤❡ ✉❛❞❜✐❦❡
❛❛♠❡❡ ❱❛❧✉❡
❲▼♣❡ ✐♦❞ ✺✵us
❲▼❞❡❛❞❜❛♥❞ ✶µs
❋ ●❆❝❧♦❝❦ ✷✺ns
❛♥❛❧♦❣❛♠♣❧✐♥❣♣❡✐♦❞ ✶✵✵us
♠♦♦ ❡✐❛♥❝❡ ✹✺mΩ
♠♦♦✐♥❞✉❝❛♥❝❡ ✷✵uH
✐♠♣♦❛♥ ♦❡♠❛❦ ❤❛ ❜❡❝❛✉❡❤❡❡❛❡❢♦✉❛♥❛❧♦❣✐♥♣✉ ❤❛ ♥❡❡❞ ♦
❜❡♠❡❛✉❡❞✭❤❡❝✉ ❡♥❢♦❡❛❝❤♠♦♦✱❤❡❜✉✈♦❧❛❣❡❛♥❞❤❡♣♦✐✐♦♥♦❢
❤❡♣♦❡♥✐♦♠❡❡❛ ❤❡❤❛♥❞❧❡❜❛✮❛♥❞❜❡❝❛✉❡❤❡❛♥❛❧♦❣✐♥♣✉ ♠♦❞✉❧❡✐
♠✉❧✐♣❧❡①❡❞✱♦♥❧②✇♦✐♥♣✉ ❝❛♥❜❡❛♠♣❧❡❞❞✉✐♥❣❡❛❝❤ ❲▼♣❡ ✐♦❞✭✺✵
us✮✳ ❆♣❡✈✐♦✉❧②❡①♣❧❛✐♥❡❞✱❤❡ ❛♠♣❧❡❛❡❛❦❡♥❛ ❤❡❜❡❣✐♥♥✐♥❣❛♥❞❛
❤❡♠✐❞❞❧❡♦❢❡❛❝❤♣❡✐♦❞✳❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥✱❤❡♠❡❛✉❡♠❡♥♦❢❛❧❢♦✉✐♥♣✉
❛❦❡ ✇♦ ❲▼♣❡ ✐♦❞✱✇✐❤❡❛❝❤✐♥♣✉ ❛♠♣❧❡❞❛❛❢❡✉❡♥❝②♦❢✶✵kSa/s✳
❇❡❝❛✉❡❤❡❝✉ ❡♥❝♦♥♦❧❤❛ ♦✇❛✐❢♦ ❤❡❝✉ ❡♥ ❛♠♣❧❡✱✐❛❧♦✉♥❛
✶✵kHz❢♦❡❛❝❤♠♦♦✳❚❛❜❧❡✹✳✶✉♠♠❛✐❡ ❤❡♣❡❝✐✜❝❛✐♦♥♦❢❤❡② ❡♠
✉❡❞❢♦ ❤❡❝♦♥♦❧♦❢❤❡♠♦♦❝✉❡♥✳
✾✹
❈❍❆ ❚❊❘✹✳ ❉❊❙■●◆❆◆❉❉❊❱❊▲❖ ▼❊◆❚❖❋❚❊❙❚❱❊❍■❈▲❊
✹✳✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛✐♦♥❛♥❞❚✉♥✐♥❣
❚❤❡❝✉ ❡♥❝♦♥♦❧❝♦♥✐ ♦❢❛♣♦♣♦✐♦♥❛❧✲✐♥❡❣❛❧✭■✮❝♦♥♦❧❡✐♠♣❧❡✲
♠❡♥❡❞✐♥❞✐❝❡❡❢♦♠✇✐❤❤❡♦✉♣✉❧✐♠✐❡❞❛❝❝♦❞✐♥❣♦❤❡❜❛ ❡②✈♦❧✲
❛❣❡✳■♥❡❣❛❧✇✐♥❞✉♣♣♦❜❧❡♠❛❡❛✈♦✐❞❡❞❜②❧✐♠✐✐♥❣❤❡✐♥❡❣❛❧❡♠✇❤❡♥✲
❡✈❡ ❤❡♦✉♣✉ ❛✉❛❡✳ ❊✈❡♥❛✐♠♣❧❡❛❦❧✐❦❡ ✉♥✐♥❣ ❤❡❣❛✐♥ ♦❢ ❤❡
❝♦♥♦❧❡♣♦✈❡❞♦❜❡♠♦❡❝❤❛❧❡♥❣✐♥❣❤❛♥❡①♣❡❝❡❞✳■♥❢❛❝✱❤❡❜✉❤❡
♦❢ ❤❡♠♦♦ ♠❛❦❡❝♦♥❛❝ ✇✐❤❛♥✉♠❜❡ ♦❢ ♦♦ ❝♦✐❧ ❤❛ ❝❤❛♥❣❡✇✐❤
❤❡♣♦✐✐♦♥♦❢❤❡♠♦♦✳ ❚❤✐❞✐❝♦♥✐♥✉✐②✐♥ ❤❡ ② ❡♠❣❡♥❡❛❡ ❛♣✐❞
❝✉❡♥✈❛✐❛✐♦♥ ❤❛ ❛❡✐♠♣♦✐❜❧❡♦❡❧✐♠✐♥❛❡✱♠❛❦✐♥❣❤❡♦♥❧✐♥❡ ✉♥✐♥❣
♦❢❤❡❝♦♥♦❧❡✈❡②❞✐✣❝✉❧✳❚♦✜♥❞❤❡❜❡ ❣❛✐♥❢♦ ❤❡❝♦♥ ♦❧❡■✉❡❞
❛♥❛♥❛❧②✐❝❛❧♠♦❞❡❧♦❢❤❡♠♦♦❛♥❞❤❡❝♦♥ ♦❧✳ ❲❤✐❧❡❤❡♠♦♦♠♦❞❡❧✐
❝♦♥✐♥✉♦✉✱✐❤❛ ♦❜❡❡①♣❡❡❞✐♥❤❡❞✐❝❡❡❞♦♠❛✐♥❜❡❝❛✉❡❤❡❝♦♥♦❧
✐❞✐❝❡❡✳❚❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❜❡✇❡❡♥✈♦❧❛❣❡❛♥❞❝✉❡♥✐♥❤❡♠♦♦✐
❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✹✳✶✳
Gp(s)=
1
La
s+RaLa
✭✹✳✶✮
❲❤❡ ❡La✐ ❤❡❛♠❛✉❡✐♥❞✉❝❛♥❝❡❛♥❞Ra✐ ❤❡❛♠❛✉❡❡✐❛♥❝❡✳
❚❤✐ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✐❡①♣❡❡❞✇✐❤❤❡▲❛♣❧❛❝❡ ❛♥❢♦♠✳❆ ✉❣❣❡ ❡❞✐♥
✭❇♦❧♦♥✶✾✾✽✮✱❤❡❞✐❝❡❡♠♦❞❡❧❝♦❡♣♦♥❞ ♦❤❡③✲ ❛♥❢♦♠♦❢ ❤❡❡✐❡
♦❢❛③❡♦✲♦❞❡❤♦❧❞❛♥❞❤❡② ❡♠✉♥❞❡❝♦♥✐❞❡❛✐♦♥✳❚❤❡③❡♦✲♦❞❡❤♦❧❞
❡♣❡❡♥ ❤❡❞✐❝❡❡❝❤❛♥❣❡ ♦❤❡❛♣♣❧✐❡❞✈♦❧❛❣❡✱❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡❞✐❝❡❡
❡①❡❝✉✐♦♥♦❢❤❡❝✉ ❡♥❝♦♥♦❧✳❆❞✐❝✉❡❞❡❛❧✐❡✱❤❡❝✉ ❡♥❝♦♥♦❧✉♥
❡✈❡②✇♦ ❲▼♣❡ ✐♦❞✳❚❤❡▲❛♣❧❛❝❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥♦❢❛③❡♦✲♦❞❡❤♦❧❞✐
❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✹✳✷✳
ZOH(s)=
1−e−2TP W Ms
s
✭✹✳✷✮
❲❤❡ ❡TPWM✐ ❤❡ ❲▼♣❡ ✐♦❞✳ ❚❤❡❞✐❝❡❡♠♦❞❡❧♦❢❤❡♠♦♦❝❛♥
❜❡♦❜❛✐♥❡❞❢♦♠ ❤❡③✲ ❛♥❢♦♠♦❢ ❤❡♣♦❞✉❝ ♦❢Gp(s)❛♥❞ZOH(s)✱❛
❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✹✳✸✳
✾✺
Gp(z)=③✲❛♥❢♦♠♦❢L
−1 1−e
−2TP W Ms
s
1
La
1
s+RaLa
=③✲❛♥❢♦♠♦❢L−1



1−e−2TP W Ms

 1
Ras
−
1
Ra s+
Ra
La





= 1−z−1
z
Ra(z−1)
−
1
Ra
z
z−e−2
Ra
La
TP W M
=
z−1
z
z1−e−2
Ra
La
TP W M
Ra(z−1)1−e
−2Ra
La
TP W M
=
1−e−2
Ra
La
TP W M
Ra z−e
−2Ra
La
TP W M
✭✹✳✸✮
❚❤❡✈❛✐❛❜❧❡✐♥❊✉❛✐♦♥✹✳✸❝❛♥❜❡✉❜ ✐✉❡❞✇✐❤❤❡❝♦ ❡❝✈❛❧✉❡❢♦
❤❡② ❡♠✐♥✉❡✱✇❤✐❝❤❛❡✉♠♠❛✐❡❞✐♥❚❛❜❧❡✹✳✶✳❚❤❡❡✉❧✐♥❣❞✐❝❡❡
❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✐❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✹✳✹✳
Gp(z)≈
4.47
z−0.79
✭✹✳✹✮
❙❛✐♥❣❢♦♠❤❡❞✐❝❡❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥♦❢❤❡② ❡♠✱■✉❡❞▼❆❚▲❆❇
♦❛✉♦♠❛✐❝❛❧②❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡♦♣✐♠❛❧❣❛✐♥❢♦ ❤❡ ■❝♦♥♦❧❡✳ ❯✐♥❣❤❡
❢✉♥❝✐♦♥♣✐❞✉♥❡✱✐✇❛ ✐♠♣❧②❛♠❛❡♦❢❝❤♦♦✐♥❣❤❡❞❡✐❡❞❡♣♦♥❡✐♠❡
❛♠♦♥❣❤❡♦♥❡ ❤❛✇❡❡❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡✇✐❤♦✉❝♦♠♣♦♠✐✐♥❣❤❡ ❛❜✐❧✐②♦❢❤❡
② ❡♠✳ ❚❤❡❝❤♦❡♥❣❛✐♥❛❡✵✳✵✵✷❛♥❞✹✵❡♣❡❝✐✈❡❧②❢♦ ❤❡♣♦♣♦✐♦♥❛❧
❛♥❞❤❡✐♥❡❣❛❧❡♠❛♥❞ ❤❡❡✉❧✐♥❣❡♣♦♥❡✐ ❤♦✇♥✐♥❋✐❣✉❡✹✳✶✶✳❚❤❡
❡❧✐♥❣✐♠❡✐✐♥❤❡♦❞❡ ♦❢✺ms✱✇✐❤❛♥♦✈❡ ❤♦♦ ♦❢♠❡❡❧②✺✪✳ ❆
❡♣♦♥❡♦❢❛ ✇♦✉❧❞❛❧♦✇ ❤❡❝♦♥ ♦❧♦❢❤❡❝✉ ❡♥❛❛❢❡✉❡♥❝②✉♣ ♦
✺✵Hz✳❚❤✐❞✐❝❡✐③❛✐♦♥♣♦❝❡ ♠✐❣❤ ❧♦♦❦✉♥♥❡❝❡ ❛✐❧②❝♦♠♣❧❡①❛ ❤❡
❡♣♦♥❡❢♦❛❝♦♥✐♥✉♦✉ ② ❡♠✐❜❛✐❝❛❧②❤❡ ❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡■✉❡❞❤❡
❞✐❝❡❡♠♦❞❡❧♦✐♠✉❧❛❡❤❡❡✛❡❝ ♦❢❛❞❡❧❛②♦❢♦♥❡❝♦♥♦❧♣❡✐♦❞✭1z✮♦ ❤❡
❛✈❡❛❣❡♦❢❤❡❧❛ ♥❛♠♣❧❡✭1+1z+
1
z2
+...+ 1
zn−1
= z
n−1
(z−1)zn−1
✮✳■❞✐❝♦✈❡❡❞
❛❞❡❧❛②♦❢♦♥❡❝♦♥♦❧♣❡✐♦❞✇✐❧♥♦ ✐❣♥✐✜❝❛♥❧②❛✛❡❝ ❤❡ ❡♣♦♥❡♦❢❤❡
❝✉❡♥✇❤✐❧❡❛✈❡❛❣✐♥❣❤❡❛♠♣❧❡❧❡❛❞ ♦✉♥✇❛♥❡❞✐♥❛❜✐❧✐②❛♥❞❤❛❜❡❡♥
❛✈♦✐❞❡❞✳■♥❤❡❞✐❝❡❡ ■❝♦♥♦❧❡ ❤❡❡✐♥♦❝❛❧❝✉❧❛✐♦♥♦❢❤❡✐♥❡❣❛❧♦❢
✾✻
❈❍❆ ❚❊❘✹✳ ❉❊❙■●◆❆◆❉❉❊❱❊▲❖ ▼❊◆❚❖❋❚❊❙❚❱❊❍■❈▲❊
❋✐❣✉❡✹✳✶✶✿❚❤❡✐♥❡❢❛❝❡❡✉❧✐♥❣❢♦♠❤❡▼❆❚▲❆❇❢✉♥❝✐♦♥♣✐❞✉♥❡
❤❡❝✉ ❡♥❡♦ ♦✈❡ ✐♠❡✱✇❤✐❝❤❝❛♥❜❡❛♣♣♦①✐♠❛❡❞♦ ❤❡ ✉♠♦❢ ❤❡
❡♦ ♠✉❧✐♣❧✐❡❞❜②❤❡❝♦♥♦❧♣❡✐♦❞✳ ❚♦❛✈♦✐❞✉❝❤♦♣❡❛✐♦♥❤❡ ✉♠♦❢
❤❡❝✉ ❡♥❡♦ ✐❞✐❡❝❧②♠✉❧✐♣❧✐❡❞❜②❤❡✐♥❡❣❛❧❣❛✐♥✐♠❡ ❤❡❝♦♥♦❧
♣❡✐♦❞✇❤✐❝❤✐40∗100∗10−6=0.004✳
✹✳✺ ❚❤❡❈♦♥ ♦❧❈♦❞❡
❚❤❡❝♦❞❡ ✉♥♥✐♥❣♦♥❤❡❈♦♠♣❛❝❘■❖✐ ❞✐✈✐❞❡❞✐♥✇♦♣❛ ✱♦♥❡✉♥♥✐♥❣♦♥
❤❡✢♦❛✐♥❣✲♣♦✐♥♠✐❝♦♣♦❝❡♦❛♥❞❤❡♦❤❡♦♥❡✐♠♣❧❡♠❡♥❡❞✐♥✜①❡❞✲♣♦✐♥
♦♥❤❡❋●❆✳❚❤✐ ✐ ♦❞❡❛❧✇✐❤❤❡❞✐✛❡❡♥ ❡✉✐❡♠❡♥ ❢♦❞✐✛❡❡♥❛❡❛
♦❢❤❡❝♦♥♦❧❝♦❞❡✳❚❤❡❝♦❞❡✉♥♥✐♥❣♦♥❤❡♠✐❝♦♣♦❝❡♦✐ ❤❡❡❛✐❡ ♦
✇✐❡✱❜❡❝❛✉❡✐❞♦❡♥♦❤❛✈❡♦❞❡❛❧✇✐❤❤❡❧✐♠✐❛✐♦♥♦❢❤❡❋●❆❧✐❦❡
❤❡❧✐♠✐❡❞❡♦❢❧✐❜❛✐❡❛♥❞♦♣❡❛✐♦♥✱❤❡❧✐♠✐❡❞❧❡♥❣❤♦❢♦♥❡❝♦♠♣✉❛✲
✐♦♥❛❧❝②❝❧❡✭❡✈❡②❤✐♥❣❤❛ ♦❜❡❡①❡❝✉❡❞✐♥♦♥❡❝❧♦❝❦❝②❝❧❡✮✱❤❡❧✐♠✐❡❞✐③❡
♦❢❤❡❝♦❞❡✭❞✉❡♦❤❡❛❡❛❧✐♠✐♦❢❤❡❋●❆✮✱ ❤❡♣❡❝✐❡✐♠✐♥❣❞❡❝✐♣✐♦♥
♦❢❡❛❝❤❛❦✱❤❡✜①❡❞✲♣♦✐♥♦♣❡❛✐♦♥✱❡❝✳■❤❛❛❧♦♦❜❡❝♦♥✐❞❡❡❞❤❛
✐✐✈❡② ✉✐❝❦ ♦❝♦♠♣✐❧❡❛❝♦❞❡❢♦❛♠✐❝♦♣♦❝❡♦✱✇❤✐❧❡✐ ❛❦❡❛❧♦♥❣
✐♠❡♦ ❛♥❧❛❡❛❝♦❞❡✐♥♦✐ ❋ ●❆✐♠♣❧❡♠❡♥❛✐♦♥✳❚❤❡✜♥❛❧❝♦❞❡✉❡❞
✐♥❤❡ ✉❛❞❜✐❦❡❛❦❡❛♦✉♥❞❤❛❧❢❛♥❤♦✉ ♦❜❡❝♦♠♣✐❧❡❞❢♦ ❤❡❋●❆✳❚❤❡
❞♦✇♥✐❞❡♦❢✉♥♥✐♥❣❛❝♦❞❡♦♥❤❡♠✐❝♦♣♦❝❡♦✐ ❤❡❧❛❝❦♦❢❝♦♥♦❧♦❢❤❡
✐♠✐♥❣❜❡❧♦✇✶♠✱❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡❥✐ ❡❞✉❡♦❤❡♠✉❧✐❛❦✐♥❣♠❛♥❛❣❡♠❡♥
❛♥❞ ❤❡♦♣❡❛✐✈❡② ❡♠♦♣❡❛✐♦♥✳ ▼♦❡♦✈❡✱❤❡❋●❆❛❧♦✇ ♠✉❧✐♣❧❡
❛❦ ♦✉♥✐♠✉❧❛♥❡♦✉❧②✱❛ ❤❡②❛❡♣❤②✐❝❛❧②✐♠♣❧❡♠❡♥❡❞♦♥❤❡✐❧✐❝♦♥
✉❢❛❝❡✱✇❤✐❧❡❤❡♠✐❝♦♣♦❝❡♦❝❛♥♦♥❧②♠❛♥❛❣❡❛♠❛♥② ✐♠✉❧❛♥❡♦✉ ❛❦
✾✼
❛ ❤❡♥✉♠❜❡♦❢❝♦❡✱✇❤✐❝❤✐♦♥❡✐♥♠②❝♦♥✜❣✉❛✐♦♥✳❆❧❤❡❡❝❤❛❛❝❡✲
✐✐❝♠❛❦❡ ❤❡❋●❆ ❤❡♦♥❧②♣♦ ✐❜❧❡❝❛♥❞✐❞❛❡♦✉♥❤❡❝✉ ❡♥❝♦♥♦❧
♦❢❤❡♠♦♦ ❛✷✵❦❍③✱✇❤✐❧❡❤❡♦❤❡♦♣❡❛✐♦♥❛❡♣❡❢♦♠❡❞♦♥ ❤❡♠✐✲
❝♦♣♦❝❡♦✳❆♠♦♥❣❤❡♠❤❡❡❛❡❤❡❡❝♦❞✐♥❣♦❢❞❛❛✱❤❡❝♦♥♦❧♦❢❤❡
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞❤❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛✐♦♥✇✐❤♦❤❡❞❡✈✐❝❡❛♥❞✇✐❤❤❡
✉❡✐♥❡❢❛❝❡✳
❚❤❡♣♦❣❛♠♠✐♥❣❧❛♥❣✉❛❣❡✉❡❞✐▲❛❜❱■❊❲✱❛✈✐✉❛❧♣♦❣❛♠♠✐♥❣❧❛♥✲
❣✉❛❣❡❞❡✈❡❧♦♣❡❞❜②◆❛✐♦♥❛❧■♥ ✉♠❡♥ ✳▲❛❡✐♥❤✐ ❡❝✐♦♥♦♠❡❡①❛♠♣❧❡
♦❢❝♦❞❡✇✐❧❜❡♣❡❡♥❡❞✳❚❤❡❝♦❞❡❤❛❜❡❡♥❝❡❛❡❞✇✐❤❛♠♦❞✉❧❛ ✉❝✉❡
✐♥♦❞❡ ♦❧✐♠✐ ❤❡ ✐③❡♦❢❤❡❝♦❞❡❜❛❡✱♦✐♠♣❧✐❢②✉♣❞❛❡❛♥❞♦❡❞✉❝❡
❡♦✳
✹✳✺✳✶ ▼✐❝♦♣♦❝❡ ♦ ❈♦❞❡
❋✐❣✉❡✹✳✶✷❤♦✇ ❤❡♠❛✐♥❞✐❛❣❛♠♦❢❤❡❝♦❞❡✉♥♥✐♥❣♦♥❤❡♠✐❝♦♣♦❝❡♦✳
■♦♥❧②❡♣❡❡♥ ❛♠❛❧♣♦ ✐♦♥♦❢❤❡❝♦❞❡✱✇❤✐❝❤✐♥❝❧✉❞❡ ❡✈❡❛❧❢✉♥❝✐♦♥
❝❛❧❡❞✐♥✐❞❡❤❡❜❧♦❝❦♦❢❤❡♠❛✐♥❞✐❛❣❛♠✳■♥❤✐✈❡ ✐♦♥♦❢❤❡❝♦❞❡❛❯❡
❉❛❛❣❛♠ ♦♦❝♦❧✭❯❉✮♠❡❛❣❡❡ ❤❡ ❡❡✐♥❣♣♦✐✐♦♥❛♥❞❤❡❝✉ ❡♥
✐♥❤❡ ❛❝✐♦♥♠♦♦✳❚❤❡❝♦❞❡✐ ♦♦❧❛❣❡♦❜❡❞✐♣❧❛②❡❞✐♥❞❡❛✐❧✐♥❋✐❣✉❡
✹✳✶✷✱❜✉✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦✐❞❡♥✐❢②❤❡❡❡♣❛❛❡❢❛♠❡✿❤❡✐♥✐✐❛❧✐❛✐♦♥✱❤❡
❝♦♥♦❧❛♥❞❤❡❤✉❞♦✇♥♣♦❝❡❞✉❡✳❚❤❡❡✐❛❢♦✉❤❢❛♠❡✉♥❞❡♥❡❛❤❤❡
♠❛✐♥ ❡✉❡♥❝❡✱✇❤✐❝❤❝♦♥❛✐♥ ❤❡ ❤✉❞♦✇♥♣♦❝❡❞✉❡✐♥❝❛❡♦❢✐♠❡♦✉♦❢
❤❡✇❛❝❤❞♦❣✳❚❤✐❤❛♣♣❡♥✇❤❡♥ ❤❡♦❢✇❛❡ ♦♣ ❡♣♦♥❞✐♥❣❢♦❛❝✐✐❝❛❧
❛♠♦✉♥♦❢✐♠❡✱❡❛✷✵✵ms✳■♥✐❞❡❤❡❝♦♥ ♦❧❢❛♠❡✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦✐❞❡♥✐❢②
❢♦✉ ❛❦✱❣♦✉♣❡❞✐♥♦❡♣❛❛❡❜❧♦❝❦✱✇❤✐❝❤■♠❛❦❡❞❢♦♠❛♦❞❢♦❝❧❛✐②✳
❚❤❡❡❛❦❛❡✉♥♥✐♥❣♦♥❛✐♥❣❧❡❝♦❡❤❡❡❢♦❡❤❡②❞♦♥♦ ✉♥✐♥♣❛❛❧❡❧
❜✉❛❡✐♥❡❧❡❛✈❡❞✳❇❡❝❛✉❡❛❞❡❧❛②✐♥❤❡❡①❡❝✉✐♦♥♦❢♦♥❡❛❦❝❛♥✐♥❡❢❡❡
✇✐❤ ❤❡♦♣❡❛✐♦♥♦❢❛♥♦❤❡ ♦♥❡✱❛♣✐♦✐②✈❛❧✉❡✐❛✐❣♥❡❞♦❡❛❝❤♦♥❡♦❢
❤❡♠❛♥❞❤❡❛❦✇✐❤❤✐❣❤❡♣✐♦✐②❛❡❛❧✇❛②❡①❡❝✉❡❞✜ ✳
❚❛❦❛♦❢❋✐❣✉❡✹✳✶✷♠❛♥❛❣❡ ❤❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛✐♦♥✇✐❤ ❤❡■▼❯✳■ ❛❧♦
❝♦♠♣✉❡ ❤❡❧✐♥❡❛❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❛♥❞❤❡❛♥❣❧❡♦❢②❛✇✱♣✐❝❤❛♥❞♦❧♦❢❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✳■❤❛ ❤❡❤✐❣❤❡ ♣✐♦✐②❜❡❝❛✉❡✐ ✉♥❢❛❡ ❤❛♥❤❡♦❤❡ ❛❦✱
❡✈❡②✷✵ms✳❆♥②♦❤❡ ❛❦✇♦✉❧❞❛❦❡❧♦♥❣❡ ❤❛♥✷✵ms ♦❡①❡❝✉❡✱♦❤❡②
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❜♦①✱✇❤✐❝❤❞♦✉❜❧❡❛❤❡❛ ✐♥❦❢♦ ❤❡✺V ❡❣✉❧❛♦❛♥❞❤❡❢♦✉ ❛♥✐♦
❞✐✈✐♥❣❤❡♠♦♦✳ ❚❤❡❝♦♠♣♦♥❡♥ ❛❡♣♦✐✐♦♥❡❞❛ ❤❡ ✐❞❡♦❢❤❡❜♦❛❞
❛♥❞❛❡✜①❡❞♦❤❡❜♦①✇✐❤❜♦❧ ✳
✹✳✻✳✷ ❚❤❡❈♦♥ ♦❧❈♦❞❡
❚❤❡❝♦♥ ♦❧❝♦❞❡❤❛❜❡❡♥✇✐❡♥✐♥❈❧❛♥❣✉❛❣❡❛♥❞❝♦♠♣✐❧❡❞✉✐♥❣▼✐❦♦❈
❝♦♠♣✐❧❡❢♦▼✐❝♦❝❤✐♣ ■❈♠✐❝♦❝♦♥♦❧❡✳■♥❤✐ ❡❝✐♦♥■❛♠❣♦✐♥❣♦
♦♠✐ ❛♥②❞❡❝✐♣✐♦♥♦❢❤❡ ✉❝✉❡♦❢ ❤❡❝♦❞❡✱❢♦❝✉✐♥❣✐♥❡❛❞♦♥ ❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥❛✐♦♥♦❢❤❡❝♦♥♦❧❢♦ ❤❡ ❡❡✐♥❣♣♦✐✐♦♥✳■♥❣❡♥❡❛❧✱❛❝♦♠♠♦♥
❛♣♣♦❛❝❤♦❝♦♥♦❧❤❡ ❡❡✐♥❣♣♦✐✐♦♥✐ ♦❡❛❜❧✐❤❛♣❡❡❞♣♦✜❧❡♦❡❛❝❤
❤❡ ❡♣♦✐✐♦♥❢♦♠❤❡❝✉ ❡♥♣♦✐✐♦♥✱❛♥❞♦❝♦♥♦❧❤❡♠♦♦ ♣❡❡❞ ♦
♦❢♦❧♦✇❤❡♣♦✜❧❡✳ ❆❧❤♦✉❣❤♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❥❡❝♦✐❡❛❡♦❢❡♥✉❡❞✱✇❤❡♥
❤❡♠❛①✐♠✉♠ ♣❡❡❞✐ ❛♠❛❥♦❝♦♥ ❛✐♥✐✐❝♦♠♠♦♥♦✉❡❛ ❛♣❡③♦✐❞❛❧
♣♦✜❧❡✭❈❛✐❣✷✵✵✽❀❙♣♦♥❣✱❍✉❝❤✐♥♦♥✱❛♥❞❱✐❞②❛❛❣❛ ✷✵✵✺✮✳■♥ ❤❡❧❛
❝❛❡✱❛♠❛①✐♠✉♠❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❛♥❞❛♠❛①✐♠✉♠❞❡❝❡❧❡❛✐♦♥❛❡❞❡✜♥❡❞❛♥❞
❤❡②❛❡❛❧✇❛②✉❡❞♦✐♥❝❡❛❡♦ ❡❞✉❝❡❤❡♣❡❡❞✳■❢❤❡ ❛❥❡❝♦②❤❛ ♦
❜❡❡①❡❝✉❡❞✐♥❤❡❤♦ ❡ ✐♠❡♣♦✐❜❧❡✱✉❝❤❛✐♥❤❡ ❡❡✐♥❣❝♦♥♦❧♦❢❤❡
✶✵✺
❋✐❣✉❡✹✳✶✼✿❆❝❧❛ ✐❝❛♣♣♦❛❝❤♦❤❡♣♦✐✐♦♥❝♦♥♦❧
✉❛❞❜✐❦❡✱❤❡♠❛①✐♠✉♠❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥✐❛♣♣❧✐❡❞♦❛❛✐♥❤❡♠❛①✐♠✉♠♣❡❡❞
♦✇❛❞ ❤❡❡♣♦✐✐♦♥✳❚❤❡♠❛①✐♠✉♠♣❡❡❞✐♠❛✐♥❛✐♥❡❞✉♥✐❧❝❧♦❡♦❤❡
❛❣❡♣♦✐✐♦♥❛♥❞❤❡♥❤❡♠❛①✐♠✉♠❞❡❝❡❧❡❛✐♦♥✐❛♣♣❧✐❡❞♦❡❛❝❤❤❡❡
♣♦✐✐♦♥❛③❡♦♣❡❡❞✱✐♥❤❡❤♦ ❡ ✐♠❡♣♦✐❜❧❡✳
❚♦❢♦❧♦✇ ❤❡❡❧❡❝❡❞♣❡❡❞♣♦✜❧❡✱❤❡❛❝✉❛❧♣❡❡❞♦❢❤❡♠♦♦✐♠❡❛✲
✉❡❞❛♥❞❤❡✈♦❧❛❣❡❛♣♣❧✐❡❞✐ ❝♦♥♦❧❡❞❛❝❝♦❞✐♥❣❧②✳ ❚❤✐ ✇♦❦ ❜❡❝❛✉❡
❛✈❛✐❛✐♦♥✐♥❤❡♠♦♦ ✈♦❧❛❣❡❝❛✉❡❛✈❛✐❛✐♦♥✐♥❤❡❝✉ ❡♥✱✇❤✐❝❤✐
♦✉❣❤❧②♣♦♣♦✐♦♥❛❧♦❤❡ ♦ ✉❡❣❡♥❡❛❡❞❜②❤❡♠♦♦✳ ❆❝❤❛♥❣❡✐♥❤❡
♦ ✉❡❣❡♥❡❛❡❞❜②❤❡♠♦♦❝❛✉❡❛❝❤❛♥❣❡✐♥❤❡♠♦♦ ♣❡❡❞✳■♥♠♦
❝❛❡ ❤❡❝✉ ❡♥❝❛♥♥♦❜❡❛❤✐❞❞❡♥✈❛✐❛❜❧❡✐♥❤❡❝♦♥♦❧❧♦♦♣✱❜❡❝❛✉❡✐
❝♦✉❧❞❡❛❝❤❛✈❛❧✉❡♦❤✐❣❤❤❛❝♦♠♣♦♥❡♥ ✇♦✉❧❞ ❛ ♦❢❛✐❧✳❚❤❡❡❢♦❡✐
❤❛ ♦❜❡❝♦♥♦❧❡❞♦❣❡❤❡ ✇✐❤ ❤❡ ♣❡❡❞✳ ❚❤✐ ✐✉✉❛❧②❞♦♥❡✇✐❤ ✇♦
♥❡ ❡❞❝♦♥♦❧❧♦♦♣✿❤❡✐♥♥❡♦♥❡✐ ❤❡❝✉ ❡♥❧♦♦♣✇❤✐❧❡❤❡❡①❡♥❛❧♦♥❡
✐ ❤❡♣❡❡❞❧♦♦♣✳❚❤✐✐ ❤♦✇♥✐♥❋✐❣✉❡✹✳✶✼✳
❚❤❡❛♣♣♦❛❝❤✜♥❛❧②✉❡❞❢♦ ❤❡ ❡❡✐♥❣❝♦♥♦❧♦❢❤❡ ✉❛❞❜✐❦❡✐ ♥♦
❤❡♦♥❡ ❤♦✇♥✐♥❋✐❣✉❡✹✳✶✼✱❜✉❛✐♠♣❧✐✜❡❞✈❡✐♦♥♦❢✐✳❖♥❡♦❢❤❡♠❛✐♥
❡❛♦♥ ❢♦ ❤✐ ✐ ❤❡❞✐✣❝✉❧②♦❢❛❝❝✉❛❡❧②♠❡❛✉✐♥❣❤❡ ❡❡✐♥❣♣❡❡❞
✇✐❤❤❡❤❛❞✇❛❡♦♥❤❡ ✉❛❞❜✐❦❡✳❚❤❡♣♦❡♥✐♦♠❡❡✉❡❞♦♠❡❛✉❡❤❡
❡❡✐♥❣❝♦❧✉♠♥♣♦✐✐♦♥✱✐♥♦❞✉❝❡❞✐♥❙❡❝✐♦♥✹✳✷✱❝♦♠♣❧❡❡♦♥❡❡❧❡❝✐❝❛❧
✉♥❢♦ ✶✸✻◦♦❢ ❤❡ ❡❡✐♥❣❝♦❧✉♠♥♠♦✈❡♠❡♥✳ ❇❡❝❛✉❡❤❡♣♦❡♥✐♦♠❡❡
✐♣♦✇❡❡❞❜②✺V✱❤❡❝♦♥✈❡ ✐♦♥❣❛✐♥✐≈✸✼mV ♣❡ ❞❡❣❡❡✳❚❤❡❛♥❛❧♦❣✲
♦✲❞✐❣✐❛❧❝♦♥✈❡❡ ❜✉✐❧✐♥♦❤❡♠✐❝♦❝♦♥♦❧❡❤❛✈❡❛❡♦❧✉✐♦♥♦❢✶✵❜✐
♦✈❡ ❤❡✈♦❧❛❣❡♣♦✈✐❞❡❞♦❤❡♠✐❝♦❝♦♥♦❧❡✭✺V✮✳❚❤✐ ❛♥❧❛❡✐♥♦❛
❡♦❧✉✐♦♥♦❢≈✺mV✱♦❛❜♦✉ ♦♥❡❡✐❣❤❤♦❢❞❡❣❡❡✳■ ❡❡♠❧✐❦❡❛❣❡❛
♣❛❝✐❛❧ ❡♦❧✉✐♦♥✱❜✉✐✐❛❝✉❛❧② ✉✐❡♣♦♦ ♦♠❡❛✉❡♣❡❡❞✱❜❡❝❛✉❡♦❢
❤❡❧♦✇♣❡❡❞♦❢❤❡♠♦♦✳■♥❢❛❝✱❤❡♠❛①✐♠✉♠ ❡❡✐♥❣♣❡❡❞✐✷✳✷rpm✱
❛♦✉♥❞✶✸◦❡❛❝❤❡❝♦♥❞✳ ❲❤❡♥❤❡♠♦♦✐♠♦✈✐♥❣❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡❡❞✱✐✐
♣♦ ✐❜❧❡♦❞❡❡❝❛✈❛✐❛✐♦♥✐♥❤❡♠♦♦♣♦✐✐♦♥❡✈❡②✶✵ms✳❈♦♥✐❞❡✐♥❣
✶✵✻
❈❍❆ ❚❊❘✹✳ ❉❊❙■●◆❆◆❉❉❊❱❊▲❖ ▼❊◆❚❖❋❚❊❙❚❱❊❍■❈▲❊
❋✐❣✉❡✹✳✶✽✿❚❤❡♣♦✐✐♦♥❝♦♥♦❧✉❡❞❢♦ ❤❡ ❡❡✐♥❣
❤❡ ♦♥❣♣❡✉❜❛✐♦♥✐♥❤❡♠❡❛✉❡♠❡♥✱❞✉❡♦❤❡✈✐❜❛✐♦♥❛♥❞❤❡
❤✐❣❤❡❧❡❝ ♦♠❛❣♥❡✐❝♥♦✐❡✱✐ ✇♦✉❧❞ ❡✉✐❡❛❢❡✇❤✉♥❞❡❞ ♠✐❧✐❡❝♦♥❞ ♦
❡❧✐❛❜❧②♠❡❛✉❡❤❡ ❡❡✐♥❣♣❡❡❞✳■ ✇♦✉❧❞♥♦ ❜❡♣❛❝✐❝❛❧♦❝♦♥♦❧❤❡
♣❡❡❞✇✐❤✉❝❤❛❞❡❧❛②✱❤❡❡❢♦❡❛❝♦♥♦❧❛❧❣♦✐❤♠✇❤✐❝❤❞♦❡♥♦✉❡❤❡
♠♦♦ ♣❡❡❞❤❛❜❡❡♥❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳❚❤❡❝♦♥ ♦❧❞✐❛❣❛♠✐ ❤♦✇♥✐♥❋✐❣✉❡✹✳✶✽✳
❲❤❡♥ ❤❡❝✉ ❡♥✐✇✐❤✐♥ ❤❡ ❡❧✐♠✐ ❛♥❞❤❡♣♦✐✐♦♥❡♦✐ ✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥✱❛♣♦✐✐✈❡❡♦❝❛✉❡ ❤❡✈♦❧❛❣❡♦✐♥❝❡❛❡✱✇❤✐❝❤♠❛❦❡ ❤❡♠♦♦
✉♥❢♦✇❛❞❛♥❞❡❞✉❝❡ ❤❡❡ ♦✳❙✐♠✐❧❛❧②✱❛♥❡❣❛✐✈❡❡♦❝❛✉❡ ❤❡✈♦❧✲
❛❣❡♦❞❡❝❡❛❡✳❚❤❡✐♥❝❡❛❡❛❡✐ ❡❜②❛❝♦♥♦❧♣❛❛♠❡❡✱♦♦♥❧②❤❡
✐❣♥♦❢❤❡♣♦✐✐♦♥❡♦❛✛❡❝ ❤❡✈♦❧❛❣❡✳ ❲❤❡♥❤❡❝✉ ❡♥❡①❝❡❡❞ ❤❡
♠❛①✐♠✉♠❛❧♦✇❡❞✈❛❧✉❡✱ ❤❡✈♦❧❛❣❡✐❞❡❝❡❛❡❞❛ ❤❡❛♠❡❛❡✱❡❣❛❞❧❡
♦❢❤❡ ✐❣♥♦❢❤❡♣♦✐✐♦♥❡♦✳❚❤❡❛♠❡❛♣♣❧✐❡✇❤❡♥ ❤❡♣♦✐✐♦♥❡♦✐
✇✐❤✐♥❛♥❛ ♦✇❜❛♥❞❛♦✉♥❞③❡♦✱♦♦❡❞✉❝❡❤❡❝✉ ❡♥❛ ♦♦♥❛♣♦ ✐❜❧❡
❛♥❞ ♦♣❤❡♠♦♦✳❚❤❡❝♦♥♦❧❝♦❞❡✉♥ ❡✈❡②♠✐❧✐❡❝♦♥❞✱❢❛ ❡♥♦✉❣❤♦
✉♣♣❡ ❛♥②❝✐✐❝❛❧♦✈❡❝✉❡♥✳❚❤✐❛♣♣♦❛❝❤❣❡❛❧②✐♠♣❧✐✜❡ ❤❡❝♦♥ ♦❧
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❛♣♣♦①✐♠❛✐♦♥❞♦❡♥♦❝♦♥✐❞❡ ❤❡♠♦♠❡♥♦❢✐♥❡✐❛♦❢❤❡✉♥❞✐✈❡♥✇❤❡❡❧✱
❤♦✇❡✈❡ ❤✐❝♦♠♣♦♥❡♥✉✉❛❧②❡♣❡❡♥ ❧❡ ❤❛♥✶✵✪♦❢❤❡♦❛❧✐♥❡✐❛✳
◆♦✇ ❤❛ m❤❛ ❜❡❡♥❞❡✜♥❡❞✱✐ ✐♣♦ ✐❜❧❡♦✐♦❧❛❡❤❡✐♥❡ ✐❛❧❢♦❝❡mV̇v
❢♦♠❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧✈❡❤✐❝❧❡❢♦❝❡FX✳❇❛❡❞♦♥❊✉❛✐♦♥✸✳✹✱❤❡❞✐✛❡❡♥❝❡
❜❡✇❡❡♥ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧✈❡❤✐❝❧❡❢♦❝❡❛♥❞❤❡✐♥❡ ✐❛❧❢♦❝❡✐❣❡♥❡❛❧②✉♠✲
♠❛✐❡❞❜②❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡Fext✳❋✐❣✉❡✺✳✶❤♦✇ ❤❡✏✐♥❣❧❡✇❤❡❡❧✑♠♦❞❡❧
✉❡❞✐♥❤✐❝❤❛♣❡✳❚❤❡♥❛♠❡♦❢❤❡♠♦❞❡❧❞❡✐✈❡❢♦♠❤❡❢❛❝ ❤❛✐❢✉❧②
❞❡❝✐❜❡❛✇❤❡❡❧✇✐❤❛♠♦♠❡♥ ♦❢✐♥❡✐❛Iwy✱❛♠❛ m ❛♥❞❛♥❛❜✐ ❛②
♦ ✉❡T❛♣♣❧✐❡❞♦✐✳■✐✐♠♣♦❛♥ ♦♥♦✐❝❡❤❛✱❜②❝♦♥✐❞❡✐♥❣❛✐♥❣❧❡
✇❤❡❡❧✱ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧✈❡❤✐❝❧❡❢♦❝❡FX ❝♦✐♥❝✐❞❡✇✐❤ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡
❢♦❝❡Fx✳
❚❤❡ ✐♠❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡✇❤❡❡❧❛♥❣✉❧❛ ♣❡❡❞Ω❛♥❞❤❡✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞Vv
❛❡❞❡❝✐❜❡❞❜②❤❡❊✉❛✐♦♥✺✳✶❛♥❞✺✳✷❡♣❡❝✐✈❡❧②✳
Ω̇=
T−FxRe
Iwy
✭✺✳✶✮
V̇v=
Fx−Fext
m
✭✺✳✷✮
■✐❛♣♣♦♣✐❛❡♦❡❛❛♥❣❡♦♥❡♦❢❤❡✇♦❊✉❛✐♦♥✺✳✶❛♥❞✺✳✷✐♥♦❞❡
♦❤❛✈❡❛❧ ❤❡✈❡❧♦❝✐✐❡✭❜♦❤❧✐♥❡❛❛♥❞❛♥❣✉❧❛✈❡❧♦❝✐✐❡✮❛♥❞❛❧ ❤❡❢♦❝❡
✶✶✸
✭❜♦❤❧✐♥❡❛ ❢♦❝❡❛♥❞♠♦♠❡♥ ♦❢❢♦❝❡✮❡♣❡❡♥❡❞✇✐❤ ❤❡ ❛♠❡✉♥✐ ♦❢
♠❡❛✉❡✳■❞❡❝✐❞❡❞♦❝♦♥✈❡ ❛❧ ❤❡✈❛✐❛❜❧❡✐♥❊✉❛✐♦♥✺✳✶✐♥♦❧✐♥❡❛
♣❡❡❞ ❛♥❞❢♦❝❡✳ ❈❛❧✐♥❣Vw =Ω∗Re ❤❡❧✐♥❡❛ ♣❡❡❞♦❢ ❤❡ ✇❤❡❡❧✱
Fm =
T
Re
❤❡ ♦❛❧♠♦ ✐✈❡❢♦❝❡❛♥❞Mw =
Iwy
Re2
❤❡❡✉✐✈❛❧❡♥ ✇❤❡❡❧
♠❛ ✱❊✉❛✐♦♥✺✳✶❝❛♥❜❡❡✇✐❡♥✐♥♦❊✉❛✐♦♥✺✳✸✳
V̇w=
Fm−Fx
Mw
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❋♦♠❊✉❛✐♦♥✺✳✷❛♥❞✺✳✸✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦❞❡✜♥❡Fd=Fx−Fext❛ ❤❡
♦❛❧❞✐✈✐♥❣❢♦❝❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛♥❞Fw=Fm−Fx❛ ❤❡♦❛❧✇❤❡❡❧❢♦❝❡✳
❚❤❡✐ ✉♠❝♦ ❡♣♦♥❞ ♦❤❡❝♦♠❜✐♥❛✐♦♥♦❢❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳
■♥❙❡❝✐♦♥✶✳✸❛♥❞❙❡❝✐♦♥✷✳✸✱❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡❤❛❜❡❡♥♣❡✲
❡♥❡❞❛ ❤❡♣♦❞✉❝❜❡✇❡❡♥ ❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡Fz❛♥❞❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❢✐❝✲
✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥µx✳ ❚❤❡❧❛❡✐❛❢✉♥❝✐♦♥♦❢❤❡ ❧✐♣❛✐♦✱✇❤✐❝❤✐♥✉♥
❞❡♣❡♥❞♦♥❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧♣❡❡❞♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛♥❞❤❡❛♥❣✉❧❛ ♣❡❡❞♦❢❤❡
✇❤❡❡❧✳❚❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧ ❤♦✉❧❞❝❧❡❛❧②❡①♣❡ ❤✐ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡ ❛♥❞✱✇✐❤
❤✐ ♣✉♣♦❡✐♥♠✐♥❞✱■✇✐❧ ❡❛❛♥❣❡❊✉❛✐♦♥✶✳✶✐♥♦❊✉❛✐♦♥✺✳✹✳❆♣❛
❢♦♠❤❡❧♦❝❛✐♦♥♦❢❤❡ ❡♠✱❤❡ ❡❝♦♥❞❡✉❛✐♦♥❞✐✛❡ ❢♦♠❤❡✜ ♦♥❡
❜② ❤❡❢❛❝ ❤❛ ❤❡❞❡♣❡♥❞❡♥❝②❜❡✇❡❡♥ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡Fx❛♥❞
❤❡❧✐♣❛✐♦✐✐♠♣❧✐❡❞✱✐♥♦❞❡ ♦♠❛❝❤❤❡✐♠♣❧✐✜❡❞♥♦❛✐♦♥✉❡❞✐♥❤✐
❝❤❛♣❡✳
Fx=Fzµx(Λt) ✭✺✳✹✮
❆❝❝♦❞✐♥❣♦❊✉❛✐♦♥✷✳✷✱❤❡ ❧✐♣❛✐♦✐❞✐✛❡❡♥❧②❞❡✜♥❡❞❢♦❛❝❝❡❧❡✲
❛✐♦♥❛♥❞❜❛❦✐♥❣✳■♥❤✐ ❝❤❛♣❡♦♥❧②❤❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❝❛❡✇✐❧❜❡ ✉❞✐❡❞✱
❤❡❜❛❦✐♥❣❜❡✐♥❣❛♥❛❧♦❣♦✉✳■✐✐♠♣♦❛♥ ♦♥♦✐❝❡❤❛✱❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡❞✐❢✲
❢❡❡♥❞❡✜♥✐✐♦♥♦❢❤❡❧✐♣❛✐♦✱❤❡♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧❢♦♠✉❧❛ ❢✉❤❡❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✇♦✉❧❞❜❡ ❧✐❣❤❧②❞✐✛❡❡♥✐♥❤❡❜❛❦✐♥❣❝❛❡✳■✐✉❡❢✉❧♦✇✐❡❛✐♠♣❧✐✜❡❞
❞❡✜♥✐✐♦♥♦❢❤❡❧✐♣❛✐♦❢♦ ❤❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❝❛❡✱❜②❝♦♥✐❞❡✐♥❣③❡♦❧❛❡❛❧
❧✐♣❛♥❞❜②✐♥♦❞✉❝✐♥❣❤❡❧✐♥❡❛ ♣❡❡❞♦❢❤❡✇❤❡❡❧Vw✳❚❤✐❛❧♦✇ ♦❡✇✐❡
❊✉❛✐♦♥✷✳✷✐♥♦❊✉❛✐♦♥✺✳✺✳
Λt=1−
Vv
Vw
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◆♦✇ ❤❛ ❤❡♠♦❞❡❧✐❢✉❧②❞❡❝✐❜❡❞✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦❜✉✐❧❞❛❜❧♦❝❦❞✐❛❣❛♠
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❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ●❘❖❯◆❉❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❊❙❚■▼❆❚■❖◆
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❡❝❤♥✐✉❡♣♦♣♦❡❞✐♥❤✐ ❤❡✐❀❤❡♠✉✲❧✐♣❝❤❛❛❝❡✐✐❝✐❛❧♦♦❦✲✉♣
❛❜❧❡✇❤✐❝❤✐✉♥❦♥♦✇♥❛♥❞✐✐ ❤❡❢♦❝✉♦❢❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥
♦❢✐✱❛ ❤♦✇♥✐♥❋✐❣✉❡✺✳✷✳❚♦❡♣❡❡♥❛❣❡♥❡❛❧❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✱■
✉❡❞❛❧♦♦❦✲✉♣❛❜❧❡❤❛❛♦❝✐❛❡❛♣❡❝✐✜❝❧✐♣❛✐♦♦❛❢✐❝✐♦♥❝♦❡✣❝✐❡♥✳
❚❤❡ ❧✐♣❛✐♦❝❛❧❝✉❧❛✐♦♥✐❛❞✐❡❝✐♠♣❧❡♠❡♥❛✐♦♥♦❢❊✉❛✐♦♥✺✳✺✳ ❚❤❡
❜❧♦❝❦❞✐❛❣❛♠✐♥❋✐❣✉❡✺✳✷❤❛❜❡❡♥✉❡❞♦✈❛❧✐❞❛❡❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡
♣♦♣♦❡❞✐♥❤✐ ❤❡✐✱❛✇❡❧❛ ♦ ✐♠✉❧❛❡❤❡❜❡❤❛✈✐♦✉ ♦❢❛✈❡❤✐❝❧❡♦♥
❛ ♦❛❞✇✐❤✈❛✐❛❜❧❡✐♥❝❧✐♥❛✐♦♥✳■♥♣❛✐❝✉❧❛✱❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦
❤❡❣♦✉♥❞❤❛❜❡❡♥❝❛❧❝✉❧❛❡❞❛ ❤❡♥♦♠❛❧❝♦♠♣♦♥❡♥ ♦❢❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧
❢♦❝❡❞✉❡♦ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠❛ m✳ ❚❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡
❤❛ ❜❡❡♥❝❛❧❝✉❧❛❡❞❛ ❤❡ ✉♠♦❢ ❤❡❡❡✛❡❝✿ ❤❡❛❡♦❞②♥❛♠✐❝❞❛❣✱ ❤❡
♦❧✐♥❣ ❡✐❛♥❝❡❛♥❞ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❝♦♠♣♦♥❡♥ ♦❢ ❤❡ ❛♠❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧
❢♦❝❡❞✉❡♦ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠❛ m✳■✐✐♠♣♦❛♥ ♦♥♦✐❝❡❤❛✱✐♥❣❡♥❡❛❧✱
❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦ ❤❡❣♦✉♥❞❜②❛♥②♦❢ ❤❡❢♦✉ ✇❤❡❡❧ ✐❛❜♦✉
♦♥❡❢♦✉❤♦❢ ❤❡♥♦♠❛❧❝♦♠♣♦♥❡♥ ♦❢❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡❢♦ ❤❡✇❤♦❧❡
✈❡❤✐❝❧❡✳❍♦✇❡✈❡✱❤❡❝♦♥✐❜✉✐♦♥♦❢❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡♣❡❝❡✐✈❡❞❜②❛♥②
❞✐✈❡♥✇❤❡❡❧❛❧♦♥❣❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❞✐❡❝✐♦♥✐♥♦♥❡❝❡ ❛✐❧②♦♥❡❢♦✉❤❤❡
❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❝♦♠♣♦♥❡♥♦❢❤❡ ♦❛❧❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡✳❚❤✐❞❡♣❡♥❞ ♦♥❤❡
♥✉♠❜❡♦❢❞✐✈❡♥✇❤❡❡❧❛♥❞❤❡❣✐♣❤❡②❤❛✈❡✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞✱❛ ✇♦❞✐✈❡♥
✇❤❡❡❧ ✇✐❤❛❣♦♦❞❣✐♣❤❛✈❡♦♦✈❡❝♦♠❡❡❛❝❤❤❛❧❢♦❢❤❡♦❛❧❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧
❢♦❝❡♦❢❤❡❝❛✳■❢♦♥❧②♦♥❡✇❤❡❡❧❤❛❣✐♣✇✐❤ ❤❡❣♦✉♥❞✱ ❤✐ ♦♥❡❤❛
♦♦✈❡❝♦♠❡❤❡ ♦❛❧❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡❜②✐❡❧❢✳ ❚❤✐♦♥❧②♦❛②❤❛ ❤❡
♠♦❞❡❧✉❡❞✐♥❤✐❝❤❛♣❡✐♠♣❧✐❡❛❣♦♦❞❣✐♣✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞❛♥❞❢♦✉❞✐✈❡♥
✇❤❡❡❧ ❤❛✐♥❣❤❡♥♦♠❛❧❧♦❛❞❛ ✇❡❧❛ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❝♦♠♣♦♥❡♥♦❢❤❡
❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❢♦❝❡✳❋✐♥❛❧②✱❤❡♠❛ m ❡♣❡❡♥ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠❛ ❛♦❝✐❛❡❞
♦❡❛❝❤✇❤❡❡❧✱❛❜♦✉♦♥❡❢♦✉❤♦❢❤❡♦❛❧✈❡❤✐❝❧❡♠❛✳
✶✶✺
✺✳✸ ❆♥❛❧②✐♦❢ ❤❡❱❡❤✐❝❧❡ ▼♦❞❡❧
❋✐❣✉❡✺✳✷❤♦✇ ✈❡②❝❧❡❛❧②❤♦✇❤❡♦♥❧②♣❛ ♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧ ❤❛ ✐
♥♦ ♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧②❞❡❝✐❜❡❞✭❛❧♦♦❦✲✉♣❛❜❧❡✐✉❡❞✐♥❡❛❞✮✐ ❤❡❢✐❝✐♦♥
❝❤❛❛❝❡✐✐❝✳❚❤❡❛✐♠♦❢❤✐❝❤❛♣❡✐ ♦❡✐♠❛❡❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝
❜②✉✐♥❣❤❡❦♥♦✇❧❡❞❣❡♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡♠♦♦ ♦ ✉❡❛♥❞
❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞✳■♥♦❞❡ ♦❝❛❧❝✉❧❛❡❤✐ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✱✐✐ ❤❡❡❢♦❡
♥❡❝❡ ❛②♦❣✐✈❡❛❧♦❝❛❧❞❡❝✐♣✐♦♥♦❢❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝❜②✉✐♥❣❤❡
✈❛✐❛❜❧❡η✭❤❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝❜②❡♣❡❝ ♦❤❡❧✐♣❛✲
✐♦✮✱✇❤✐❝❤❤❛❜❡❡♥✐♥♦❞✉❝❡❞✐♥❙❡❝✐♦♥✶✳✼✭❊✉❛✐♦♥✶✳✷✮✳❆❧❤♦✉❣❤✈❛❧✐❞
♦♥❧②✐♥❤❡♥❡✐❣❤❜♦✉❤♦♦❞♦❢ ❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✱❤✐ ✈❛✐❛❜❧❡❣✐✈❡❛♣❛❛✲
♠❡ ✐❝❞❡❝✐♣✐♦♥♦❢❤❡❝❤❛❛❝❡✐✐❝µx(Λt)❤❛ ❝❛♥❜❡✉❡❞♦❝❛❧❝✉❧❛❡
❤❡❧♦❝❛❧❡❧❛✐♦♥❤✐♣♦❢❛♥②✇♦✈❛✐❛❜❧❡✐♥❤❡② ❡♠✳
■♥❤✐ ❡❝✐♦♥■✇✐❧❛♥❛❧②❡❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧❜❡❢♦❡❛♥❞❛❢❡ ❤❡✐♥❡❛❝✲
✐♦♥✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞✱♠❡❛♥✐♥❣❤❛■✇✐❧♥♦❝♦♥✐❞❡❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝
❜✉♦♥❧②❤❡❧✐♣❛✐♦❛♥❞❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡❣❡♥❡❛❡❞✳■♥❙❡❝✐♦♥✺✳✹
■✇✐❧❛♣♣❧②❤❡❚❛②❧♦ ❛♣♣♦①✐♠❛✐♦♥✱❝♦♥✐❞❡✐♥❣♦♥❧②♠❛❧✈❛✐❛✐♦♥❢♦♠
❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✱✐♥♦❞❡ ♦❝♦♠♣❧❡❡❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧✇✐❤ ❤❡❢✐❝✐♦♥
❝❤❛❛❝❡✐✐❝❛♥❞♦❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡❧♦❝❛❧ ❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡ ♦ ✉❡♣♦✲
✈✐❞❡❞❛♥❞❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✳❇❡❝❛✉❡♠②❛♣♣♦❛❝❤❞♦❡♥♦ ❡✉✐❡❛♥②❞✐❡❝
♠❡❛✉❡♠❡♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡❡❞✱■✇✐❧ ❛ ❜② ✉❜ ✐✉✐♥❣✐✇✐❤❛❢✉♥❝✲
✐♦♥♦❢❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞❛♥❞❤❡❧✐♣❛✐♦✳❋♦♠❊✉❛✐♦♥✺✳✺■❝❛♥✐♦❧❛❡❤❡
✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞Vv✱❛❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✻✳
Vv=(1−Λt)Vw ✭✺✳✻✮
■✇✐❧♥♦✇❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡ ❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦Λt❛♥❞ ❤❡❡
❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧✿ ❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡Fm✱❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡Fext
❛♥❞❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡Fx✳❚❤❡❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡❡❢♦❝❡❛♥❞
❤❡✐♠❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢✇❤❡❡❧♣❡❡❞❛♥❞✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡❡❞❛❡❣✐✈❡♥❜②❊✉❛✐♦♥
✺✳✷❛♥❞✺✳✸✳■♥♦❞❡ ♦✜♥❞❤❡❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡❧✐♣❛✐♦❛♥❞❤❡✐♠❡
❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢✇❤❡❡❧♣❡❡❞❛♥❞✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✱■✇✐❧❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡✐♠❡❞❡✐✈❛✐✈❡
♦❢❊✉❛✐♦♥✺✳✺✱❛❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✼✳
Λ̇t=
Vv
Vw2
V̇w−
1
Vw
V̇v ✭✺✳✼✮
■♥❊✉❛✐♦♥✺✳✼✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦❡♠♦✈❡❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡❡❞✉✐♥❣❊✉❛✐♦♥
✶✶✻
❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ●❘❖❯◆❉❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❊❙❚■▼❆❚■❖◆
✺✳✻✱❛♥❞♦❡♠♦✈❡❤❡✐♠❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢✇❤❡❡❧♣❡❡❞❛♥❞✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✉✐♥❣
❊✉❛✐♦♥✺✳✷❛♥❞✺✳✸✳ ❚❤✐❧❡❛❞ ♦❤❡ ❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❧✐♣❛✐♦❛♥❞
❤❡✐♥♣✉❢♦❝❡♦❢❤❡♠♦❞❡❧✱✇❤✐❝❤✐❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✽✳
Λ̇t=
1−Λt
Vw
V̇w−
1
Vw
V̇v
=
(1−Λt)(Fm−Fx)
MwVw
−
Fx−Fext
mVw
=
1−Λt
MwVw
Fm+
1
mVw
Fext−
m(1−Λt)+Mw
mMwVw
Fx
✭✺✳✽✮
▲♦♦❦✐♥❣❛ ❊✉❛✐♦♥✺✳✽♦♥❡❝❛♥❡❡❤❛✱❢♦❛✜①❡❞✇❤❡❡❧♣❡❡❞✱❤❡❧✐♣
❛✐♦✐♥❝❡❛❡✇✐❤❤❡✐♥❝❡❛❡♦❢❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡♦ ❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡✳❚❤✐
✐❛❡①♣❡❝❡❞❜❡❝❛✉❡❛♥❛❞❞✐✐♦♥❛❧♦ ✉❡✇✐❧✐♥❝❡❛❡❤❡❤❡❛ ❡ ✐♥❤❡
②❡❛♥❞❤❡❡❢♦❡❤❡ ❧✐♣❛✐♦✭❙❡❡❈❤❛♣❡✷✮✳❆♥✐♥❝❡❛❡♦❢❤❡❡①❡♥❛❧
❢♦❝❡✇✐❧✐♥❡❛❞❧♦✇❞♦✇♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱✐♥❝❡❛✐♥❣❤❡ ❧✐♣❛✐♦❛❣❛✐♥✳■
✐❛❧♦✐♥✉✐✐✈❡❤❛ ❛♥✐♥❝❡❛❡♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡✱❛✉♠✐♥❣♥♦
✈❛✐❛✐♦♥✐♥❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡✱❧❡❛❞ ♦❛❡❞✉❝✐♦♥✐♥❤❡ ❧✐♣❛✐♦✱❜❡❝❛✉❡
❤✐ ✐✉❛✐♦♥❝❛♥♦♥❧②❝♦❡♣♦♥❞ ♦❛♥✐♥❝❡❛❡✐♥❤❡❣✐♣✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞
✭❛❝❤❛♥❣❡✐♥❤❡❣♦✉♥❞❝❤❛❛❝❡✐✐❝✮✳
■✐✐♠♣♦❛♥ ♦♥♦✐❝❡❤❡❞✐✛❡❡♥ ❡♥✐✐✈✐✐❡♦❢❤❡ ❧✐♣❛✐♦♦❤❡
✐♥♣✉❢♦❝❡✳ ❋✐ ✱❛✈❛✐❛✐♦♥✐♥❤❡ ❧✐♣❛✐♦❛❛ ❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞✇♦✉❧❞
❡✉✐❡❡✐❤❡ ♠♦❡❢♦❝❡♦♠♦❡✐♠❡❤❛♥ ❤❡ ❛♠❡✈❛✐❛✐♦♥❛❛❧♦✇❡
♣❡❡❞✳❚❤✐✐♠❛✐♥❧②❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡❞❡✜♥✐✐♦♥♦❢❧✐♣❛✐♦❛❛❡❧❛✐✈❡♣❡❡❞✱
♦❤❛ ♦❜❛✐♥✐♥❣❤❡ ❛♠❡✈❛✐❛✐♦♥✐♥❤❡ ❧✐♣❛✐♦✇❤❡♥❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞
✐❤✐❣❤ ❡✉✐❡♦♥❡♦❢❤❡✇♦ ♣❡❡❞ ✭❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞♦ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡❡❞✮
♦❝❤❛♥❣❡♠✉❝❤♠♦❡✱✐♥❛❜♦❧✉❡❡♠✱ ❤❛♥✇❤❡♥ ❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞✐ ❧♦✇✳
❚❤❡ ❛❡♦❢❝❤❛♥❣❡♦❢❤❡ ✇♦ ♣❡❡❞ ✐❝♦♥♦❧❡❞❜②❤❡ ❤❡❡✐♥♣✉❢♦❝❡
♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧✳❋♦ ❛❣✐✈❡♥✇❤❡❡❧♣❡❡❞✱ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦✐❝♦♥♦❧❡❞❜②
❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛❧✇❛②✇✐❤❤❡❛♠❡❡♥✐✐✈✐②✱♣♦♣♦✐♦♥❛❧♦❤❡♠❛ ♦❢
❤❡✈❡❤✐❝❧❡✭❡❝♦♥❞❡♠♦❢❊ ✉❛✐♦♥✺✳✽✮✳❚❤✐✐❜❡❝❛✉❡❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡
❛❝ ❞✐❡❝❧②♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱✐♥❝❡❛✐♥❣♦ ❡❞✉❝✐♥❣✐ ♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥✐✐✈✐②
♦❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡✐♣♦♣♦✐♦♥❛❧♦❤❡❡✉✐✈❛❧❡♥♠❛ ♦❢❤❡✇❤❡❡❧❜✉✐
❛❧♦❞❡♣❡♥❞♦♥❤❡✈❛❧✉❡♦❢ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦✭✜ ❡♠♦❢❊ ✉❛✐♦♥✺✳✽✮✳ ❚❤❡
❤✐❣❤❡ ❤❡✈❛❧✉❡♦❢ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦✱❤❡❧❡ ❝♦♥♦❧ ❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡❤❛♦✈❡
✐✱✉♥✐❧✐❤❛ ♥♦❝♦♥ ♦❧❛ ❛❧✳ ❚❤✐ ✐❜❡❝❛✉❡❤❡✇❤❡❡❧❝❛♥♣♦❡♥✐❛❧②
❛❝❝✉♠✉❧❛❡❛❧❛❣❡❛♠♦✉♥♦❢❦✐♥❡✐❝❡♥❡❣②❤❛♥❡❡❞ ♦❜❡❡❞✉❝❡❞✐♥♦❞❡
♦❣❛✐♥❛✐❣♥✐✜❝❛♥❝♦♥♦❧♦❢❤❡ ❧✐♣❛✐♦✳❚❤❡❡♥✐✐✈✐②♦❢❤❡ ❧✐♣❛✐♦
♦❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡✐❛❧♦❞❡♣❡♥❞❡♥♦♥❤❡ ❧✐♣❛✐♦✭❤✐❞ ❡♠
♦❢❊✉❛✐♦♥✺✳✽✮✳❍♦✇❡✈❡✱❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡❛❧✇❛②♠❛✐♥❛✐♥ ♦♠❡
✶✶✼
❝♦♥♦❧♦✈❡ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦✱❜❡❝❛✉❡✐❝♦♥♦❧❞✐❡❝❧②❤❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✳ ❲❤❡♥❤❡❧✐♣❛✐♦✐❧♦✇✱❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡❛❧♦❝♦♥♦❧ ❤❡
❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡✇❤❡❡❧❛♥❞❤❡❝♦♥ ♦❧♦✈❡ ❤❡❧✐♣❛✐♦✐♥❝❡❛❡✳
✺✳✹ ❙♠❛❧✲❙✐❣♥❛❧❚❛♥❢❡❋✉♥❝✐♦♥
❊✉❛✐♦♥✺✳✽❡♣❡❡♥ ❤❡♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦
❛♥❞❤❡❤❡❡✐♥♣✉❢♦❝❡✿❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡✱❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛♥❞❤❡❧♦♥❣✐✲
✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡✳❚❤❡❧❛❡✐❛♥✐♥♣✉ ♦❤❡✈❡❤✐❝❧❡✐ ❡❧❢✱❤♦✇❡✈❡✐♥♠②
✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧■✐♥❝❧✉❞❡ ❤❡✐♥❡❛❝✐♦♥✇✐❤ ❤❡❣♦✉♥❞❤♦✉❣❤❤❡❢✐❝✐♦♥
❝❤❛❛❝❡✐✐❝µx(Λt)✳■♥❤✐ ❡❝✐♦♥■✇✐❧❞❡♠♦♥ ❛❡❤♦✇♦❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡
❧♦❝❛❧❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥❛♥②✈❛✐❛❜❧❡❛♥❞❤❡ ✇♦✐♥♣✉ ❢♦❝❡♦❢♠②❝♦♠✲
♣❧❡❡♠♦❞❡❧✿ ❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡❛♥❞❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡✳■♥♣❛✐❝✉❧❛✱❤❡❛✐♠
♦❢❤✐ ❡❝✐♦♥✐ ♦✉♥❞❡ ❛♥❞❤❡❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡❡❢♦❝❡❛♥❞❤❡
✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞✱✐♥❤❡♥❡✐❣❤❜♦✉❤♦♦❞♦❢❛♥②♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✳
●✐✈❡♥❛♥♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✱❤❡ ② ❡♠✇✐❧❜❡❧✐♥❡❛✐❡❞❛♦✉♥❞✐❛♥❞❤❡
♠❛❧✲✐❣♥❛❧ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡✐♥♣✉ ❛♥❞❤❡♦✉♣✉ ✇✐❧❜❡❝❛❧❝✉✲
❧❛❡❞✳■✐✐♠♣♦❛♥❢♦ ❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥ ♦❞❡♣❡♥❞♦♥❧②♦♥♠❡❛✉❛❜❧❡
✈❛✐❛❜❧❡✱❛♣❛ ❢♦♠❤❡❧✐♣❛✐♦❛♥❞❤❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡
❢♦❝❡✇✐❤❡♣❡❝ ♦❤❡❧✐♣❛✐♦✳❚❤❡❡✇♦✇✐❧❜❡❡ ✐♠❛❡❞❜②❝♦♠♣❛✐♥❣
❤❡❛❝✉❛❧ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✱♠❡❛✉❡❞✇❤❡♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✐ ✉♥♥✐♥❣✱✇✐❤✐
♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧❞❡❝✐♣✐♦♥✳❚♦❛✈♦✐❞❝♦♥❢✉✐♦♥✱❤❡ ♠❛❧✲✐❣♥❛❧✈❛❧✉❡✇✐❧❜❡
✇✐❡♥✐♥❧♦✇❡❝❛❡✇❤✐❧❡❤❡✈❛❧✉❡ ❡♣❡❡♥✐♥❣❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥❛♦✉♥❞
✇❤✐❝❤ ❤❡❢✉♥❝✐♦♥❤❛❜❡❡♥❧✐♥❡❛✐❡❞✇✐❧❦❡❡♣❤❡✐✉♣♣❡❝❛❡✳❏✉ ♦❡❝❛❧
❤❡ ❤❡♦②❜❡❤✐♥❞❤❡❧✐♥❡❛✐③❛✐♦♥✱✐✐ ❤❡✜ ✲♦❞❡ ❛♣♣♦①✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡
❚❛②❧♦ ❡✐❡✳■♥❣❡♥❡❛❧✱❛❢✉♥❝✐♦♥f(Λt,Vw,Fm,Fext,Fx)❝❛♥❜❡❧✐♥❡❛✐③❡❞
❛ ❤♦✇♥✐♥❊✉❛✐♦♥✺✳✾✳
f(Λt+λt,Vw+vw,Fm+fm,Fext+fext,Fx+fx)≈f(Λt,Vw,Fm,Fext,Fx)+
+
∂f
∂Λt
λt+
∂f
∂Vw
vw+
∂f
∂Fm
fm+
∂f
∂Fext
fext+
∂f
∂Fx
fx
✭✺✳✾✮
❚❤❡♣❛ ✐❛❧❞❡✐✈❛✐✈❡✐♥✺✳✾❛❡❢✉♥❝✐♦♥♦❢❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥❛♥❞❤❡②
❛❡❤❡❡❢♦❡❝♦♥❛♥❢♦❛♥②❣✐✈❡♥♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✳❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥✱❊✉❛✲
✐♦♥✺✳✾❡♣❡❡♥ ❛❧✐♥❡❛ ❡❧❛✐♦♥❤✐♣❛♠♦♥❣❤❡♠❛❧✲✐❣♥❛❧✈❛❧✉❡λt✱vw✱
fm✱fext❛♥❞fx✳■♥❣❡♥❡❛❧✱✐ ✐❛❧✇❛② ♣♦ ✐❜❧❡♦❛❛♥❣❡ ❤❡❢✉♥❝✐♦♥
f(Λt,Vw,Fm,Fext,Fx)✐♥♦❞❡ ♦❤❛✈❡f(Λt,Vw,Fm,Fext,Fx)=0✳■♥❤✐
❝❛❡✱❤❡❧✐♥❡❛✐③❡❞❡✉❛✐♦♥♣❡❡♥ ❤❡ ✐♠♣❧❡❢♦♠❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥
✶✶✽
❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ●❘❖❯◆❉❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❊❙❚■▼❆❚■❖◆
✺✳✶✵✳
0=
∂f
∂Λt
λt+
∂f
∂Vw
vw+
∂f
∂Fm
fm+
∂f
∂Fext
fext+
∂f
∂Fx
fx ✭✺✳✶✵✮
■♥♦❞❡ ♦❢♦❧♦✇❤❡❧✐♥❡❛✐③❛✐♦♥♣♦❝❡ ❡♣❜② ❡♣✱■✇✐❧ ❡❛❛♥❣❡
❊✉❛✐♦♥✺✳✽✐♥♦❊✉❛✐♦♥✺✳✶✶✳
0=(1−Λt)mFm+MwFext−[m(1−Λt)+Mw]Fx−mMwVwΛ̇t ✭✺✳✶✶✮
◆♦✇■ ❝❛♥❧✐♥❡❛✐③❡ ❊✉❛✐♦♥ ✺✳✶✶ ❛♦✉♥❞ ❤❡ ♦♣❡❛✐♥❣ ♣♦✐♥
[Λt,Vw,Fm,Fext,Fx]✱❛❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✶✷✳
0=(1−Λt)mfm−mFmλt+Mwfext+
−[m(1−Λt)+Mw]fx+mFxλt−mMwVwλ̇t−mMwΛ̇tvw
✭✺✳✶✷✮
❆❢❡❧♦❝❛❧✐③✐♥❣❤❡♣♦❜❧❡♠✐♥❤❡♥❡✐❣❤❜♦✉❤♦♦❞♦❢❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✱
■❝❛♥✜♥❛❧②❡♠♦✈❡❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡❢♦♠❊✉❛✐♦♥✺✳✶✷✳ ❚❤✐✐
♣♦ ✐❜❧❡❜❡❝❛✉❡✱✐♥❤❡♥❡✐❣❤❜♦✉❤♦♦❞♦❢❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✱■❤❛✈❡❛♠❛❤✲
❡♠❛✐❝❛❧❞❡❝✐♣✐♦♥♦❢❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝♣♦✈✐❞❡❞❜②❤❡♣❛❛♠❡❡
η✳❚❤❡♠❛❧✲✐❣♥❛❧✈❛❧✉❡fx❝❛♥❜❡❝❛❧❝✉❧❛❡❞❜②❧✐♥❡❛✐③✐♥❣❊✉❛✐♦♥✺✳✹✱❛
❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✶✸✳
fx=µx(Λt)fz+
dµx
dΛt
Fzλt ✭✺✳✶✸✮
❇❡❝❛✉❡■❛✉♠❡ ❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡②❡Fz ♦❜❡❝♦♥❛♥✱
♦ ❛ ❧❡❛ ♥♦ ♦✈❛② ✉❜ ❛♥✐❛❧②✱❤❡ ♠❛❧✲✐❣♥❛❧✈❛❧✉❡fz✐③❡♦✳ ❇②
❝♦♥✐❞❡✐♥❣❤✐❛♥❞❜②✐♥♦❞✉❝✐♥❣η❛❞❡✜♥❡❞✐♥❊✉❛✐♦♥✶✳✷✱■♦❜❛✐♥❤❡
✐♠♣❧❡❡❧❛✐♦♥❤✐♣❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✶✹✳
fx=ηFzλt ✭✺✳✶✹✮
❚❤❡❧❛❣❡✲✐❣♥❛❧✈❛❧✉❡Fx❝❛♥❛❧♦❜❡✉❜ ✐✉❡❞❢♦♠❊✉❛✐♦♥✺✳✶✷✱❜②
✶✶✾
❡❛❛♥❣✐♥❣❊✉❛✐♦♥✺✳✸✐♥♦❊✉❛✐♦♥✺✳✶✺✳
Fx=Fm−MwV̇w ✭✺✳✶✺✮
■✐ ✉✐❡❝♦♠♠♦♥♦✉❡❊✉❛✐♦♥✺✳✶✺♦❡✐♠❛❡❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝✲
❡✐✐❝✱❜②♠❡❛✉✐♥❣✐♥♦♠❡✇❛② ❤❡ ❧✐♣❛✐♦✭❉❡❧✐❈♦❧✐✱❚♦♠❛✐✱❛♥❞
❙❝❛❛♥♦✷✵✵✻❀❋✉✉❦❛✇❛❛♥❞❍♦✐✷✵✵✸❀❍♦✐✱❚♦②♦❞❛✱❛♥❞❚✉✉♦❦❛✶✾✾✽❀
❙❛❞♦✱❙❛❦❛✐✱❛♥❞❍♦✐✶✾✾✾✮✳❚❤✐✐✉✉❛❧②❞♦♥❡❜②❛♣♣♦①✐♠❛✐♥❣❤❡✈❡❤✐✲
❝❧❡♣❡❡❞✇✐❤❤❡♣❡❡❞♦❢❤❡❧♦✇❡ ✇❤❡❡❧❞✉✐♥❣❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦ ❤❡♣❡❡❞
♦❢❤❡❢❛ ❡ ✇❤❡❡❧❞✉✐♥❣❜❛❦✐♥❣✳❙♦♠❡✐♠❡❛♥❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡✐✉❡❞✱✐♥
♦❞❡ ♦❞✐✐♥❣✉✐❤ ❤❡❤✐❣❤✲❢❡✉❡♥❝②❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢ ❤❡✇❤❡❡❧ ❢♦♠ ❤❡
❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳■♥❛❧♦❢ ❤❡❡❝❛❡✱❤❡✈❛❧✉❡♦❢η✐❝❛❧❝✉❧❛❡❞
❤♦✉❣❤♦♥❧✐♥❡❞❡✐✈❛✐♦♥✱✇❤✐❝❤✐❛♥♦♣❡❛✐♦♥♣❛✐❝✉❧❛❧②❡♥✐✐✈❡♦❤❡
♥♦✐❡✐♥❤❡♠❡❛✉❡♠❡♥✳■♥❤✐❝❤❛♣❡■❛♠❣♦✐♥❣♦♣♦♣♦❡❛❡❝❤♥✐✉❡
✇❤✐❝❤❡ ✐♠❛❡η✇✐❤♦✉♣❛ ✐♥❣❤♦✉❣❤❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡❝♦❡✣❝✐❡♥♦❢
❢✐❝✐♦♥µx❛♥❞❤❡ ❧✐♣❛✐♦Λt✳■♥❛❞❞✐✐♦♥✱♠②❡❝❤♥✐✉❡❛❧♦♣♦✈✐❞❡❛♥
❡✐♠❛❡♦❢❤❡ ❧✐♣❛✐♦Λt✳❆❢❡ ✉❜ ✐✉✐♥❣❊✉❛✐♦♥✺✳✶✹❛♥❞✺✳✶✺✐♥♦
❊✉❛✐♦♥✺✳✶✷✱■♦❜❛✐♥❤❡♠❛❧✲✐❣♥❛❧❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✇❡❡♥ ❤❡♣❡❡❞♦❢❤❡
✇❤❡❡❧❛♥❞ ❤❡❢♦❝❡❛❝✐♥❣♦♥❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳❚❤✐✐❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✶✻✳
0=(1−Λt)mfm+Mwfext+
− [m(1−Λt)+Mw]ηFz+mMwV̇w λt−mMwVwλ̇t−mMwΛ̇tvw
✭✺✳✶✻✮
■♥❊✉❛✐♦♥✺✳✶✻❤❡ ♠❛❧✲✐❣♥❛❧✈❛❧✉❡♦❢❤❡ ❧✐♣❛✐♦✐ ❤❡♦♥❧②♥♦
♠❡❛✉❛❜❧❡✈❛❧✉❡✱❜✉■❝❛♥✉❜ ✐✉❡✐✇✐❤❛❢✉♥❝✐♦♥♦❢❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡❛♥❞
❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✳❚❤✐✐❞♦♥❡❜②❧✐♥❡❛✐③✐♥❣❊✉❛✐♦♥✺✳✶✺❛♥❞❜②✉❜ ✐✉✐♥❣
λt❢♦♠❊✉❛✐♦♥✺✳✶✹✱❛❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✶✼✳
λt=
fm−Mwv̇w
ηFz
✭✺✳✶✼✮
❇② ✉❜ ✐✉✐♥❣❊✉❛✐♦♥✺✳✶✼✐♥♦❊✉❛✐♦♥✺✳✶✻■♦❜❛✐♥❤❡❡❧❛✐♦♥❤✐♣
❜❡✇❡❡♥ ❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞❛♥❞ ❤❡ ✇♦✐♥♣✉ ❢♦❝❡♦❢ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧✱❛
❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✶✽✳
✶✷✵
❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ●❘❖❯◆❉❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❊❙❚■▼❆❚■❖◆
mMwVwv̈w+ [m(1−Λt)+Mw]ηFz+mMwV̇w v̇w−mηFzΛ̇tvw=
=mVwḟm+ ηFz+mV̇w fm−ηFzfext
✭✺✳✶✽✮
❊✉❛✐♦♥✺✳✶✽❤♦✇ ❤❛❛❝♦♠♣❧❡①❡❧❛✐♦♥❤✐♣❡①✐ ❜❡✇❡❡♥ ❤❡✇❤❡❡❧
♣❡❡❞❛♥❞ ❤❡✐♥♣✉ ❢♦❝❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧✳■ ✐❛❞✐✛❡❡♥✐❛❧❡✉❛✐♦♥
♦❢❤❡ ❡❝♦♥❞♦❞❡ ❛♥❞✐✇♦✉❧❞❜❡✐♠♣♦ ✐❜❧❡♦✉❡✐✐♥❡❛❧❧✐❢❡❜❡❝❛✉❡
♦❢ ❤❡♥♦✐❡✐♥ ❤❡ ♠❡❛✉❡♠❡♥ ❛♥❞ ❤❡♥♦♥❧✐♥❡❛✐✐❡♦❢ ❤❡ ② ❡♠✳ ❆
✐♠♣❧✐✜❝❛✐♦♥♦❢❤❡♠♦❞❡❧✐ ❤❡❡❢♦❡❡✉✐❡❞✱✐♥♦❞❡ ♦❛♣♣♦①✐♠❛❡❤❡
❡❧❛✐♦♥❤✐♣❡①♣❡❡❞✐♥❊✉❛✐♦♥✺✳✶✽✇✐❤♦♥❡♦❢❛ ♠❛❧❡ ♦❞❡✳ ❚♦❞♦
♦■✇✐❧❛♥❛❧②❡❤❡② ❡♠✐♥❤❡❢❡✉❡♥❝②❞♦♠❛✐♥✱❝♦♥✐❞❡✐♥❣❤❡❋♦✉✐❡
❛♥❢♦♠♦❢ ❤❡♠❛❧✲✐❣♥❛❧✈❛✐❛❜❧❡✳❆❞✐✛❡❡♥♥♦❛✐♦♥✇♦✉❧❞♥❡❡❞♦❜❡
❛❞♦♣❡❞❢♦ ❤❡❋♦✉✐❡ ❛♥❢♦♠❛♥❞✱✐♥❣❡♥❡❛❧✱❤❡❝❛♣✐❛❧✐❡❞❢♦♠✐ ✉❡❞✳
■♥❤✐ ✐✉❛✐♦♥✱❤♦✇❡✈❡✱✐✐♠♦❡✐♠♣♦❛♥ ♦❞✐✛❡❡♥✐❛❡❜❡✇❡❡♥ ♠❛❧✲
✐❣♥❛❧✈❛❧✉❡❛♥❞♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✱❛♥❞❤❡✐♥ ♦❞✉❝✐♦♥♦❢❛❢✉❤❡ ♥♦❛✐♦♥
♠✐❣❤ ❣❡♥❡❛❡❝♦♥❢✉✐♦♥✳❋♦ ❤✐ ❡❛♦♥✱❤❡❋♦✉✐❡ ❛♥❢♦♠♦❢ ❤❡♠❛❧✲
✐❣♥❛❧✈❛❧✉❡✇✐❧❛❧♦❜❡✇✐❡♥✐♥❧♦✇❡❝❛❡❛♥❞❤❡♣❡❡♥❝❡♦❢❤❡❛♥❣✉❧❛
❢❡✉❡♥❝②ω♦ ❤❡✐♠❛❣✐♥❛②❝♦♥ ❛♥j✐♥❤❡❡✉❛✐♦♥✇✐❧ ♠❛❦❡✐♠♣❧✐❝✐
❤❡✐❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡♦♥❢❡✉❡♥❝②✐♥ ❡❛❞♦❢✐♠❡✳ ❲❤❡♥❡✈❡❤❡❞✐ ✐♥❝✐♦♥✇♦✉❧❞
❛♣♣❡❛❧❡ ❝❧❡❛✱❤❡❡①♣❧✐❝✐♥♦❛✐♦♥vw(t)♦vw(ω)✇✐❧❜❡✉❡❞✳❊✉❛✐♦♥
✺✳✶✽✐❡①♣❡❡❞✐♥❤❡❢❡✉❡♥❝②❞♦♠❛✐♥❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✶✾✳
(jω)2mMwVw+jω [m(1−Λt)+Mw]ηFz+mMwV̇w −mηFzΛ̇t vw=
= jωmVw+ηFz+mV̇w fm−ηFzfext
✭✺✳✶✾✮
❇❡❝❛✉❡❊✉❛✐♦♥✺✳✶✾❡①♣❡❡❛❧✐♥❡❛ ❡❧❛✐♦♥❤✐♣✱✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦❡♣✲
❛❛❡❤❡❡✛❡❝ ♦❢ ❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡❢♦♠ ❤❡❡✛❡❝ ♦❢ ❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡♦♥
❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✳■♥♣❛ ✐❝✉❧❛✱❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡
❛♥❞❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✐❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✷✵✱✇❤✐❧❡❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥
❜❡✇❡❡♥ ❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛♥❞❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✐❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✷✶✳
vw
fm
=
jωmVw+ηFz+mV̇w
(jω)2mMwVw+jω [m(1−Λt)+Mw]ηFz+mMwV̇w −mηFzΛ̇t
✭✺✳✷✵✮
✶✷✶
vw
fext
=−
ηFz
(jω)2mMwVw+jω [m(1−Λt)+Mw]ηFz+mMwV̇w −mηFzΛ̇t
✭✺✳✷✶✮
✺✳✺ ❊ ✐♠❛✐♦♥❚❡❝❤♥✐✉❡
❊✉❛✐♦♥✺✳✷✵❛♥❞✺✳✷✶❡♣❡❡♥ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥♦❢❛❡❝♦♥❞✲♦❞❡ ② ❡♠
❛♥❞❜♦❤♦❢ ❤❡♠♣❡❡♥ ✇♦♥♦♥✲③❡♦♣♦❧❡✳❚❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❜❡✇❡❡♥
❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡❛♥❞❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞❛❧♦♣❡❡♥ ♦♥❡③❡♦❛ ❤❡♥✉♠❡❛♦✳
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♣♦✐♥✱❜✉ ❤❡②❛❡✐♥❢❛❝ ❤❡❛✈❡❛❣❡❞❡✐✈❛✐✈❡✐♥❛♥②♣❡✐♦❞✐❝♦❝✐❧❛✐♦♥♦❢
❤❡ ♠❛❧✲✐❣♥❛❧✱♦❤❡②❛❡✉♥❛✛❡❝❡❞❜②❤❡ ♠❛❧✲✐❣♥❛❧✈❛✐❛✐♦♥✳ ❚❤❡②
❝❛♥❛❧♦❜❡ ✉❜ ✐✉❡❞✇✐❤❢✉♥❝✐♦♥♦❢Fm ❛♥❞Fext✱❜✉ ❤✐ ✇✐❧ ♠❛❦❡
❤❡❡✉❛✐♦♥✉♥♥❡❝❡❛✐❧②❝♦♠♣❧✐❝❛❡❞✳■♥❡❛❞✱■❝❛♥♠❡❛✉❡❤❡❛✈❡❛❣❡
❞❡✐✈❛✐✈❡V̇w❛♥❞■❝❛♥♠❛❦❡♦♠❡❝♦♥✐❞❡❛✐♦♥♦✈❡Λ̇t✳❋✐ ✱❛✉♠✐♥❣❤❡
✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞❛♥❞❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡♦❜❡❦♥♦✇♥✱✐✐♥❡❝❡ ❛②♦♠❡❛✉❡♦♥❧②
♦♥❡❛♠♦♥❣❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥✱❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛♥❞❤❡✐♠❡❞❡✐✈❛✐✈❡✱
❛ ❤❡♦❤❡ ❝❛♥❜❡❝❛❧❝✉❧❛❡❞❢♦♠❤❡❊✉❛✐♦♥✺✳✷❛♥❞✺✳✼✳❋♦✐♥❛♥❝❡✱
■❝♦✉❧❞✉❡❛♥❛❝❝❡❧❡♦♠❡❡❛❧♦♥❣❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❛①✐♦❢❤❡❝❛✭❋✉❥✐♠♦♦✱
❋✉❥✐✱❛♥❞❚❛❦❛❤❛❤✐✷✵✵✼✮✐♥♦❞❡ ♦♦❜❛✐♥❤❡ ✐♠❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡ ❧✐♣
❛✐♦✳ ❚❤✐ ♦❧✉✐♦♥✐♦✉✐❞❡❤❡ ❝♦♣❡♦❢♠②❡❡❛❝❤✱❛■❛✐♠♦♣❡❡♥
❛♥❡✐♠❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡✇❤✐❝❤✇♦❦✇✐❤♦✉❛♥②❤❛❞✇❛❡✐♥❛❞❞✐✐♦♥♦❤❡
♠♦♦❝♦♥♦❧❡❛♥❞✐ ✐♥✲❜✉✐❧❝✉❡♥ ❡♥♦✳ ❚♦❞♦♦✱✐✐♥❡❝❡ ❛② ♦
❛❝❝❡♣ ♦♠❡❝♦♠♣♦♠✐❡✿■✇✐❧❤❡❡❢♦❡❛✉♠❡❤❛ ❤❡❧✐♣❛✐♦❞♦❡♥♦
✐♥❝❡❛❡♥♦✐❝❡❛❜❧②❞✉✐♥❣❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✱✇❤✐❝❤♠❡❛♥Λ̇t≈0✳❚❤✐✐
✉❡✇❤❡♥❡✈❡ ❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡✱❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡♦ ❤❡♦❛❞✉❢❛❝❡❛❡♥♦
❝❤❛♥❣✐♥❣❛♣♣❡❝✐❛❜❧②❞✉✐♥❣❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✳❋♦♠♥♦✇♦♥✱■✇✐❧✐❣♥♦❡
❤❡❝♦♥✐❜✉✐♦♥♦❢❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡♦❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞✱❛ ✉♠✐♥❣ ❤❛ ❤❡
❡①❡♥❛❧❢♦❝❡❛❡❧♦✇♦❝❤❛♥❣❡❛♥❞❤❡✐♦❝✐❧❛✐♦♥❛♦✉♥❞❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥
❢❡✉❡♥❝②✐♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳❯♥❞❡ ❤❡❛ ✉♠♣✐♦♥Λ̇t≈0✱♦♥❡♦❢❤❡✇♦♣♦❧❡ ♦❢
❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❛♣♣♦①✐♠❛❡ ♦③❡♦❛♥❞❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❜❡✇❡❡♥
❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡❛♥❞❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞❝❛♥❜❡✐♠♣❧✐✜❡❞✐♥♦❊✉❛✐♦♥✺✳✷✷✳
✶✷✷
❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ●❘❖❯◆❉❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❊❙❚■▼❆❚■❖◆
vw
fm
=
k1
jω
∗
1−jω1z1
1−jω1p1
✭✺✳✷✷✮
k1=
ηFz+mV̇w
[m(1−Λt)+Mw]ηFz+mMwV̇w
✭✺✳✷✸✮
p1=−
[m(1−Λt)+Mw]ηFz+mMwV̇w
mMwVw
✭✺✳✷✹✮
z1=−
ηFz+mV̇w
mVw
✭✺✳✷✺✮
■♥❊✉❛✐♦♥✺✳✷✷✱✺✳✷✸✱✺✳✷✹❛♥❞✺✳✷✺✱p1✐ ❤❡♦♥❧②♥♦♥✲③❡♦♣♦❧❡♦❢❤❡
❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✱z1✐ ❤❡③❡♦♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❛♥❞k1✐ ❤❡❣❛✐♥✳❚❤❡
♥❡✇♣❛❛♠❡❡ ♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❛❡❧✐♥❦❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✷✻✳
k1p1
z1
=
1
Mw
✭✺✳✷✻✮
▲♦♦❦✐♥❣❛ ❊✉❛✐♦♥✺✳✷✸✱✺✳✷✹✱✺✳✷✺❛♥❞✺✳✷✻✱✐✐❡❛②♦❡❡❤♦✇❊✉❛✲
✐♦♥✺✳✷✷❞❡♣❡♥❞♦♥♦♥❧②✇♦✉♥♠❡❛✉❛❜❧❡♣❛❛♠❡❡✿Λt❛♥❞ηFz✳Λt❣✐✈❡
✐♥❢♦♠❛✐♦♥❛❜♦✉ ❤❡ ♣❡❡❞♦❢ ❤❡✈❡❤✐❝❧❡✇❤✐❧❡ηFz✐❛♥✐♥❞✐❝❛♦ ♦❢ ❤❡
♦ ✉❡♠❛❣✐♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡❝✉ ❡♥♦♣❡❛✐♥❣❝♦♥❞✐✐♦♥❛♥❞ ❤❡♠❛①✐♠✉♠
♦ ✉❡❤❛❝❛♥❜❡ ❛♥❢❡❡❞♦❤❡❣♦✉♥❞✳❚❤❡❛✐♠♦❢♠②❤❡✐✐ ♦❡✐✲
♠❛❡❤❡❡♣❛❛♠❡❡ ❛✐♥❣❢♦♠❤❡❝❛❧❝✉❧❛✐♦♥♦❢❤❡♣❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❢❡
❢✉♥❝✐♦♥❛♦✉♥❞❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✳■♥♦❞❡ ♦❝❧❛✐❢②❤❡❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡❜❡✲
✇❡❡♥ ❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❛♥❞❤❡✇♦♣❛❛♠❡❡ p1❛♥❞z1✱✐✐✉❡❢✉❧♦
❜❡❛❦❞♦✇♥❊✉❛✐♦♥✺✳✷✷✐♥♦✐ ❡❛❧❛♥❞✐♠❛❣✐♥❛②❝♦♠♣♦♥❡♥✱❛ ❤♦✇♥
✐♥❊✉❛✐♦♥✺✳✷✼❛♥❞✺✳✷✽✳
Re
vw
fm
=
1
Mw
∗
z1−p1
ω2+p12
✭✺✳✷✼✮
✶✷✸
Im
vw
fm
=−
1
ωMw
∗
z1p1+ω
2
ω2+p12
✭✺✳✷✽✮
❋♦ ❛♥②♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②ω✱❊✉❛✐♦♥✺✳✷✼❛♥❞✺✳✷✽♣♦✈✐❞❡✇♦❝♦♥✲
❛✐♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡♣❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❛♦✉♥❞❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥❛♥❞
✐ ♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧❞❡❝✐♣✐♦♥✱✇❤✐❝❤❞❡♣❡♥❞♦♥❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✳■♥❤✐
❝❛❡✱❤❡♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧❞❡❝✐♣✐♦♥♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✐♦♥❧②❞❡♣❡♥❞❡♥
♦♥✇♦✉♥❦♥♦✇♥♣❛❛♠❡❡✳ ❍❡♥❝❡✱❤❡❡♣❛❛♠❡❡ ❝❛♥❜❡❝❛❧❝✉❧❛❡❞❜②
❛♥❛❧②✐♥❣❤❡❡♣♦♥❡♦❢❤❡② ❡♠❛❛✐♥❣❧❡❢❡✉❡♥❝②✳
❲❤✐❧❡❊ ✉❛✐♦♥✺✳✷✼❛♥❞✺✳✷✽♣♦✈✐❞❡❛♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧❡❧❛✐♦♥❤✐♣❜❡✲
✇❡❡♥ ❤❡♣❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❛♥❞❤❡♣❛❛♠❡❡ p1❛♥❞z1✱✐✐ ✐❧
✉♥❝❧❡❛❤♦✇♦❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡♣❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❢♦♠❤❡❦♥♦✇❧❡❞❣❡♦❢
❤❡♦❝✐❧❛✐♦♥♦❢♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧ ❛♥❞❤❡❡✉❧✐♥❣♦❝✐❧❛✐♦♥✐♥
❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✳❚❤❡♦❧✉✐♦♥❡❧✐❡✐♥❤❡❞❡✜♥✐✐♦♥♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✱
✇❤✐❝❤✐ ❤❡ ❛✐♦❜❡✇❡❡♥ ❤❡❋♦✉✐❡ ❛♥❢♦♠✭♦ ❤❡▲❛♣❧❛❝❡ ❛♥❢♦♠✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥❤❡❞❡✜♥✐✐♦♥✮♦❢❤❡♦✉♣✉ ✐❣♥❛❧✭✐♥❤✐❝❛❡✱❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✮
❛♥❞❤❡❋♦✉✐❡ ❛♥❢♦♠♦❢ ❤❡✐♥♣✉ ✐❣♥❛❧✭✐♥❤✐❝❛❡✱❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡✮✳
▼②❛♣♣♦❛❝❤✐ ❜❛❡❞♦♥ ❤❡ ✉♣❡♣♦✐✐♦♥♦❢❛❝♦✐♥✉♦✐❞❛❧ ✐❣♥❛❧♦ ❤❡
♦ ✉❡❞❡♠❛♥❞ ❡❜② ❤❡❞✐✈❡✭♦ ❤❡❝♦♠♣✉❡❝♦♥♦❧✐♥❣❤❡✈❡❤✐❝❧❡✱✐♥
❝❛❡♦❢❛♥❛✉♦♥♦♠♦✉✈❡❤✐❝❧❡✮✳❯♥❞❡ ❤✐❝♦♥❞✐✐♦♥✱❤❡✐♥♣✉ ✐❣♥❛❧♦❢❤❡
② ❡♠✱❤❡ ♦❛❧♠♦✐✈❡❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞✱✐❞❡♣❡♥❞❡♥ ♦♥ ❤❡ ♦ ✉❡❞❡♠❛♥❞
❡❜②❤❡❞✐✈❡✳❇❡❝❛✉❡❛♥②♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✈❡❤✐❝❧❡✐✇❡❧✲❦♥♦✇♥✱✐
✇♦✉❧❞♣♦❡♥✐❛❧②❜❡♣♦✐❜❧❡♦❝♦♥✐♥✉♦✉❧②❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡❋♦✉✐❡ ❛♥❢♦♠
♦❢❤✐ ✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡✱✐♥♦❞❡ ♦✐♠♣❧✐❢②❤❡♠❛❤ ❜❡❤✐♥❞♠②❛♣♣♦❛❝❤✱
■✇✐❧❛✉♠❡ ❤❛ ❤❡ ♦ ✉❡❞❡♠❛♥❞ ❡❜② ❤❡❞✐✈❡✐❛ ❧♦✇✲❝❤❛♥❣✐♥❣
✐❣♥❛❧✱❤❛❤❛ ❛♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡❡✛❡❝♦♥❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❛♦✉♥❞❤❡♠♦❞✉✲
❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②✳❇❡❝❛✉❡■❧✐♠✐ ❤❡❛♥❛❧②✐♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❛♦✉♥❞
❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②✱■❝❛♥❛♣♣♦①✐♠❛❡❤❡✐♥♣✉ ✐❣♥❛❧♦❤❡ ♦❧❡✉✲
♣❡♣♦❡❞♦❝✐❧❛✐♦♥✱✇❤✐❝❤✐fm(t)=A0cos(ω0t)✳❚❤❡♦✉♣✉ ✐❣♥❛❧♦❢❤❡
② ❡♠✐ ❤❡♠❡❛✉❡❞✇❤❡❡❧♣❡❡❞✱✇❤✐❝❤♦❜✈✐♦✉❧②✐ ❤❡❡✉❧♦❢❜♦❤❤❡
✉♣❡♣♦❡❞♦ ✉❡♦❝✐❧❛✐♦♥❛♥❞❤❡❧♦✇✲❝❤❛♥❣✐♥❣♦ ✉❡❞❡♠❛♥❞❡❜②❤❡
❞✐✈❡✳ ❚❤❡❧❛❡✱❤♦✇❡✈❡✱✇✐❧❤❛✈❡♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡❡✛❡❝ ♦♥❤❡❋♦✉✐❡ ❛♥✲
❢♦♠♦❢ ❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✱❝❛❧❝✉❧❛❡❞❛♦✉♥❞❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②ω02π✳❚❤❡
❡❛❧❛♥❞❤❡✐♠❛❣✐♥❛②❝♦♠♣♦♥❡♥♦❢❤❡♣❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❝❛♥❜❡
❝❛❧❝✉❧❛❡❞❛❝❝♦❞✐♥❣ ♦ ❤❡❞❡✜♥✐✐♦♥♦❢❤❡❋♦✉✐❡ ❛♥❢♦♠✱❛ ❤♦✇♥✐♥
❊✉❛✐♦♥✺✳✷✾✳
✶✷✹
❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ●❘❖❯◆❉❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❊❙❚■▼❆❚■❖◆
vw(ω0)
fm(ω0)
=
∞
−∞
vw(t)∗e
−jω0tdt
∞
−∞
fm(t)∗e−jω0tdt
✭✺✳✷✾✮
❇❡❝❛✉❡♠②❛♣♣♦❛❝❤✐ ❢♦❝✉❡❞♦♥❤❡❛♥❛❧②✐♦❢ ❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥
❝❛❧❝✉❧❛❡❞❛♦✉♥❞❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②ω02π✱❛♥❞❜❡❝❛✉❡❤❡■❤❛✈❡❛✲
✉♠❡❞❛❧♦✇✲❝❤❛♥❣✐♥❣♦✛❡♦❢♦ ✉❡❞❡♠❛♥❞✱■❝❛♥❝♦♥✐❞❡❜♦❤❤❡♠♦✐✈❡
❢♦❝❡fm(t)❛♥❞❤❡♠❡❛✉❡❞✇❤❡❡❧♣❡❡❞vw(t)❛♣❡✐♦❞✐❝❢✉♥❝✐♦♥✱✇✐❤
♣❡✐♦❞T0=
2π
ω0
✳ ❇❡✐♥❣♣❡✐♦❞✐❝✱❤❡✐ ❛✐♦❞♦❡♥♦ ❝❤❛♥❣❡✐❢❤❡✐♥❡❣❛❧
✐❡✈❛❧✉❛❡❞❢♦❛✐♥❣❧❡♣❡✐♦❞✳❊✉❛✐♦♥✺✳✷✾❝❛♥❤❡❡❢♦❡❜❡♠♦❞✐✜❡❞✐♥♦
❊✉❛✐♦♥✺✳✸✵✳
vw(ω0)
fm(ω0)
=
t
t−T0
vw(t)∗e
−jω0tdt
t
t−T0
fm(t)∗e−jω0tdt
=
t
t−T0
vw(t)∗cos(ω0t)dt−j
t
t−T0
vw(t)∗sin(ω0t)dt
t
t−T0
fm(t)∗cos(ω0t)dt−j
t
t−T0
fm(t)∗sin(ω0t)dt
=
t
t−T0
vw(t)∗cos(ω0t)dt−j
t
t−T0
vw(t)∗sin(ω0t)dt
t
t−T0
A0cos(ω0t)∗cos(ω0t)dt−j
t
t−T0
A0cos(ω0t)∗sin(ω0t)dt
=
t
t−T0
vw(t)∗cos(ω0t)dt−j
t
t−T0
vw(t)∗sin(ω0t)dt
A0T0
2 +j0
=
2
t
t−T0
vw(t)∗cos(ω0t)dt
A0T0
−j
2
t
t−T0
vw(t)∗sin(ω0t)dt
A0T0
✭✺✳✸✵✮
❊✉❛✐♦♥✺✳✸✵❤♦✇ ❤❛ ❤❡ ❡❛❧❛♥❞❤❡✐♠❛❣✐♥❛②❝♦♠♣♦♥❡♥ ♦❢ ❤❡
❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❝❛♥❜❡❝❛❧❝✉❧❛❡❞❜②✐♠♣❧❡✐♥❡❣❛✐♦♥❛❧♦♥❣✐♠❡♦❢❤❡
✶✷✺
♣♦❞✉❝ ❜❡✇❡❡♥ ❤❡♠❡❛✉❡❞✇❤❡❡❧♣❡❡❞❛♥❞ ✇♦ ✐♠♣❧❡✐❣♥❛❧✱❛✐♥❡
❛♥❞❛❝♦✐♥❡✱♦❝✐❧❛✐♥❣✇✐❤♣❡✐♦❞T0✳ ❲❤✐❧❡❊✉❛✐♦♥✺✳✸✵✐❡①♣❡❡❞
✐♥❝♦♥✐♥✉♦✉ ✐♠❡✱✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦❛♣♣♦①✐♠❛❡❤❡ ❡❛❧❛♥❞❤❡✐♠❛❣✐♥❛②
❝♦♠♣♦♥❡♥♦❢ ❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✱✉✐♥❣❛❞✐❝❡❡♥✉♠❜❡ ♦❢ ❛♠♣❧❡ ♦❢
❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞vw✳❚❤✐✐♥❡❝❡ ❛②✐♥♦❞❡ ♦❝♦♠♣✉❡❤❡✐✈❛❧✉❡✇✐❤❛
❞✐❝❡❡♥✉♠❜❡♦❢♦♣❡❛✐♦♥✳❇②❛✉♠✐♥❣❤❡❛♠♣❧❡♦❢❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞♦❜❡
❡✉❛❧②♣❛❝❡❞✱■✇✐❧❞❡✜♥❡❤❡❛♠♣❧✐♥❣✐♠❡Ts❛ ❤❡✐♠❡✐♥❡✈❛❧❜❡✇❡❡♥
❞✐✛❡❡♥ ❛♠♣❧❡✳❚❤❡❛♠♣❧✐♥❣✐♠❡Ts ❤♦✉❧❞♣❡❝✐❡❧②❞✐✈✐❞❡❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥
♣❡✐♦❞T0✐♥♦❛♥✐♥❡❣❡♥✉♠❜❡ ♦❢✐♥❡✈❛❧ Ns✳ ❚❤✐✐♥❡❝❡ ❛②✐♥♦❞❡
♦❡♠♦✈❡❛♥②♣❡❝ ❛❧❧❡❛❦❛❣❡❣❡♥❡❛❡❞❜②❤❡♣♦♣♦❡❞❝❛❧❝✉❧❛✐♦♥✱❛❧❡❛
❢♦✇❤❛ ❝♦♥❝❡♥ ❤❡❢✉♥❞❛♠❡♥❛❧♦❝✐❧❛✐♦♥✱❤❡♦♥❡❤❛❡①❝✐❡ ❤❡② ❡♠✳
❇❡❝❛✉❡♦❢❤❡♥♦♥✲❧✐♥❡❛✐②♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧✱ ❤❡❢❡✉❡♥❝② ♣❡❝ ✉♠♦❢
❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞♠✐❣❤♣❡❡♥♦❤❡❝♦♠♣♦♥❡♥✱❜❡✐❞❡ ❤❡❢✉♥❞❛♠❡♥❛❧♦♥❡✱
❜✉ ❤❡❡✇✐❧❜❡♦❢❛❡❝♦♥❞❛②✐♠♣♦❛♥❝❡✳Ts ❤♦✉❧❞❜❡♠✉❝❤♠❛❧❡ ❤❛♥T0
✭❛❧❡❛ ♦♥❡❡♥❤✮✱✐♥♦❞❡ ♦❜❡❡❛♣♣♦①✐♠❛❡❤❡❝♦♥✐♥✉♦✉ ❡♣♦♥❡
♦❢ ❤❡ ② ❡♠✇✐❤✐ ❛♠♣❧❡❞♠❡❛✉❡♠❡♥✳ ❯♥❞❡ ❤❡❡❝♦♥❞✐✐♦♥✱❤❡
❡❛❧❛♥❞❤❡✐♠❛❣✐♥❛②❝♦♠♣♦♥❡♥♦❢❤❡♣❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❝❛♥❜❡
❝❛❧❝✉❧❛❡❞❛❝❝♦❞✐♥❣♦❊✉❛✐♦♥✺✳✸✶❛♥❞✺✳✸✷✳
Re
vw(ω0)
fm(ω0)
=
2
Ns−1
k=0
vw(t−kTs)∗cos(ω0(t−kTs))
A0Ns
✭✺✳✸✶✮
Im
vw(ω0)
fm(ω0)
=−
2
Ns−1
k=0
vw(t−kTs)∗sin(ω0(t−kTs))
A0Ns
✭✺✳✸✷✮
❋♦♠❤❡♠❡❛✉❡❞❡❛❧❛♥❞✐♠❛❣✐♥❛②❝♦♠♣♦♥❡♥ ♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✱
✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡♣❛❛♠❡❡ p1❛♥❞z1❜②✐♥✈❡ ✐♥❣❤❡② ❡♠♦❢
❊✉❛✐♦♥✺✳✷✼❛♥❞✺✳✷✽✱❛❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✸✸❛♥❞✺✳✸✹✳
p1=−
ω0MwIm
vw(ω0)
fm(ω0)
+1
MwRe
vw(ω0)
fm(ω0)
✭✺✳✸✸✮
z1=
ω0 ω0Mw Im
2 vw(ω0)
fm(ω0)
+Re2 vw(ω0)fm(ω0) +Im
vw(ω0)
fm(ω0)
Re vw(ω0)fm(ω0)
✭✺✳✸✹✮
✶✷✻
❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ●❘❖❯◆❉❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❊❙❚■▼❆❚■❖◆
❖♥❝❡p1❛♥❞z1❛❡❝❛❧❝✉❧❛❡❞✱✐✐♣♦ ✐❜❧❡♦♦❜❛✐♥❤❡ ❧✐♣❛✐♦❛♥❞
❤❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡✇✐❤ ❡♣❡❝ ♦❤❡ ❧✐♣❛✐♦❜②
✐♥✈❡✐♥❣❤❡ ② ❡♠♦❢❊✉❛✐♦♥✺✳✷✹❛♥❞✺✳✷✺✱❛ ❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥
✺✳✸✺❛♥❞✺✳✸✻✳
Λt=1+
Mw
m
−
Mw
m
∗
p1Vw+V̇w
z1Vw+V̇w
✭✺✳✸✺✮
ηFz=−m z1Vw+V̇w ✭✺✳✸✻✮
✺✳✻ ❆♥❛❧②✐❛♥❞❙✐♠♣❧✐✜❝❛✐♦♥♦❢❤❡❚❛♥❢❡❋✉♥❝✲
✐♦♥
◆♦✇ ❤❛ ❛♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧❞❡❝✐♣✐♦♥♦❢❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥❡❝❤♥✐✉❡❤❛ ❜❡❡♥
♣❡❡♥❡❞✱✐✐✉❡❢✉❧♦❛♥❛❧②❡❤✐♠♦❞❡❧ ♦❡❡✐❢❛❡❛♦♥❛❜❧❡❛♣♣♦①✐♠❛✲
✐♦♥❝❛♥❧❡❛❞♦❛ ✐♠♣❧❡❝❛❧❝✉❧❛✐♦♥✳ ❋✐ ✱❜②♠✉❧✐♣❧②✐♥❣♥✉♠❡❛♦❛♥❞
❞❡♥♦♠✐♥❛♦ ♦❢❊✉❛✐♦♥✺✳✷✺❜②Mw ❛♥❞❝♦♠♣❛✐♥❣✐ ♦❊✉❛✐♦♥✺✳✷✹✐
✐♣♦ ✐❜❧❡♦❡❡❤♦✇❤❡③❡♦♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✐❛❧✇❛② ♠❛❧❡ ❤❛♥
✐ ♣♦❧❡✱✐♥❛❜♦❧✉❡✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐❦♥♦✇❧❡❞❣❡✇✐❧❛❧♦✇❛♣♣♦①✐♠❛✐♦♥♦❢❤❡
❡❝♦♥❞✲♦❞❡ ② ❡♠✐♥❊✉❛✐♦♥✺✳✷✷♦❛✜ ✲♦❞❡♦♥❡✳
✺✳✻✳✶ ❍✐❣❤❋❡✉❡♥❝②
■♥❝❡❛✐♥❣❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②ω✱❤❡❢❛❝♦1−jω1z1 ❡♥❞ ♦−jω
1
z1
❢❛❡ ❤❛♥1−jω1p1 ❡♥❞ ♦−jω
1
p1
✱❜❡❝❛✉❡❤❡③❡♦✐ ♠❛❧❡ ❤❛♥ ❤❡
♣♦❧❡✳ ❚❤❡❡❢♦❡✱✐❢ ωz1 ≫ 1 ❤❡ ② ❡♠❝❛♥❜❡❞❡❝✐❜❡❞❜②❛✜ ✲♦❞❡
❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✱❛❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✸✼✳
vw
fm
≈
mVw
[m(1−Λt)+Mw]ηFz+mMwV̇w
∗
1
1+jω mMwVw
[m(1−Λt)+Mw]ηFz+mMwV̇w
✭✺✳✸✼✮
❚♦❣✐✈❡❛♥✉♠❡✐❝❛❧❡①❛♠♣❧❡♦❢❤♦✇❧❛❣❡ ❤❡ ♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②ω
❤♦✉❧❞❜❡♦❛❧♦✇❤❡♣❡✈✐♦✉❛♣♣♦①✐♠❛✐♦♥✱■✇✐❧❛✉♠❡❤❡✈❡❤✐❝❧❡✉♥✲
✶✷✼
♥✐♥❣♦♥❛♥❤♦✐③♦♥❛❧✉❢❛❝❡✱♦❤❛ ❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✐❡✉❛❧ ♦❤❡♠❛
✐♠❡ ❤❡❣❛✈✐❛✐♦♥❛❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥g✳■♥✉❝❤❝❛❡✐ ❤♦✉❧❞❜❡ω≫ V̇w+gηVw ✳
❖♥ ❛♠❛❝✱µx❝❛♥❡❛❝❤❛♣❡❛❦✈❛❧✉❡❛♦✉♥❞1✱✇✐❤ ❤❡❝♦ ❡♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐♣
❛✐♦❛♦✉♥❞0.2❀❤✐ ♠❡❛♥ ❤❡❛✈❡❛❣❡η✐♥❝♦♥❞✐✐♦♥♦❢❧♦✇❧✐♣❛✐♦✐
❛♦✉♥❞ 10.2=5✳ ❑♥♦✇✐♥❣❤❡✈❛❧✉❡♦❢g❛♦✉♥❞✶✵✱❤❡♣♦❞✉❝gη✐✐♥❤❡
♦❞❡♦❢✺✵m/s2✇❤✐❝❤❝♦ ❡♣♦♥❞ ♦❛♥❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥♦❢❛❜♦✉✶✽✵km/h✐♥
♦♥❡❡❝♦♥❞✳❚❤✐✐♠✉❝❤❧❛❣❡ ❤❛♥❛♥②✇❤❡❡❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥❝❛♥❡❛♦♥❛❜❧②❜❡✱
❤❡❡❢♦❡❤❡❡♠V̇w❝❛♥❜❡✐❣♥♦❡❞✳❆❝❝♦❞✐♥❣♦❤❡♣❡✈✐♦✉❛✉♠♣✐♦♥✱
♦❤❛✈❡ ωz1 ≫1✐✇♦✉❧❞❜❡♥❡❝❡ ❛②♦❤❛✈❡ω≫
50
Vw
✳❚❤✐❝♦❡♣♦♥❞♦❛
❢❡✉❡♥❝②♦❢✶✵Hz♦❧❛❣❡❢♦❛✇❤❡❡❧♣❡❡❞♦❢✸✵km/h✳
■❢❤❡❢❡✉❡♥❝②✐ ♦❤✐❣❤❤❛❛❧♦ ωp1 ≫1❤❡② ❡♠❝❛♥❜❡❞❡❝✐❜❡❞
✇✐❤❛✐♥❣❧❡♣♦❧❡✐♥✵✱❛❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✸✽✳
vw
fm
≈
1
jωMw
✭✺✳✸✽✮
❚❤❡❡✐✉✉❛❧②❛❢❛❝♦♦❢❛❧❡❛ ✶✵❜❡✇❡❡♥ ❤❡♠❛ ♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡m
❛♥❞❤❡❡✉✐✈❛❧❡♥♠❛ ♦❢❤❡✇❤❡❡❧Mw❛♥❞✐♥❝♦♥❞✐✐♦♥♦❢❧♦✇❧✐♣❛✐♦✱
❤✐✐ ❤❡❛♠❡❢❛❝♦❜❡✇❡❡♥z1❛♥❞p1✳❆❝❝♦❞✐♥❣♦❤❡❛♠❡❛✉♠♣✐♦♥
♠❛❞❡❛❜♦✉ ❤❡✈❛❧✉❡♦❢z1✱♦❤❛✈❡
ω
p1
≫ 1✐✇♦✉❧❞❜❡♥❡❝❡ ❛②♦❤❛✈❡
ω≫ 500Vw✳ ❚❤✐❝♦❡♣♦♥❞ ♦❛❢❡✉❡♥❝②♦❢✶✵✵Hz ♦ ❧❛❣❡ ❢♦❛✇❤❡❡❧
♣❡❡❞♦❢✸✵km/h✳■✐✐♠♣♦❛♥ ♦♥♦✐❝❡❤❛ ❛ ✉❝❤❤✐❣❤❢❡✉❡♥❝②❛♥②
✐♥❢♦♠❛✐♦♥❛❜♦✉ ❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✐❧♦ ❛ ❤❡♦♥❧②✐♥❡ ✐❛♣❡❝❡✐✈❡❞❢♦♠
❤❡♠♦♦✐ ❤❡♠♦♠❡♥♦❢✐♥❡✐❛♦❢❤❡✇❤❡❡❧✳■❢❤❡❛✐♠✐ ♦❡✐♠❛❡❤❡
♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥❢♦♠❤❡❡♣♦♥❡♦❢❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✐✐ ❤❡❡❢♦❡♥❡❝❡❛②
♦♦♣❡❛❡❛❧♦✇❡❢❡✉❡♥❝✐❡ ❤❛♥❤✐✳
✺✳✻✳✷ ▲♦✇❋❡✉❡♥❝②
▲♦✇❡✐♥❣❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②ω✱❤❡❢❛❝♦1−jω1p1 ❡♥❞ ♦1❢❛❡ ❤❛♥
1−jω1z1✱❜❡❝❛✉❡❤❡③❡♦✐ ♠❛❧❡ ❤❛♥❤❡♣♦❧❡✳❊✈❡♥✉❛❧②❤❡❢❡✉❡♥❝②
❝♦✉❧❞❜❡❧♦✇❡♥♦✉❣❤❤❛1≫ ωz1 ♦❤❛ ❤❡② ❡♠❝❛♥❜❡❞❡❝✐❜❡❞✇✐❤❛
✐♥❣❧❡♣♦❧❡✐♥✵✱❛❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✸✾✳
vw
fm
≈
ηFz+mV̇w
jω [m(1−Λt)+Mw]ηFz+mMwV̇w
✭✺✳✸✾✮
■♥ ❊✉❛✐♦♥✺✳✸✾♦♥❡❝❛♥✐❞❡♥✐❢② ❤❡❛♣♣❛❡♥ ✐♥❡✐❛ ♣❡❝❡✐✈❡❞
❛ ❤❡ ✇❤❡❡❧❢♦ ❧♦✇❢❡✉❡♥❝✐❡✳ ❚❤✐ ❝♦❡♣♦♥❞ ♦ ❤❡ ❡♠
✶✷✽
❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ●❘❖❯◆❉❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❊❙❚■▼❆❚■❖◆
ηFz+mV̇w
[m(1−Λt)+Mw]ηFz+mMwV̇w
✳■✐✐♥❡❡✐♥❣♦♥♦✐❝❡❤♦✇❤❡❛♣♣❛❡♥✐♥❡✲
✐❛❝❤❛♥❣❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡❡✉✐✈❛❧❡♥✇❤❡❡❧♠❛ Mw✇❤❡♥ ❤❡✇❤❡❡❧✐ ❦✐❞❞✐♥❣
♦♥❤❡❣♦✉♥❞✭❤❡❡❢♦❡Λt=1✮❛♥❞❤❡✉♠♦❢❤❡❡✉✐✈❛❧❡♥✇❤❡❡❧♠❛ ❛♥❞
❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠❛ m✇❤❡♥ ❤❡❡✐❝♦♠♣❧❡❡❛❞❤❡✐♦♥✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞✭❤❡❡❢♦❡
Λt=0✮❛♥❞❤❡❛✈❡❛❣❡✇❤❡❡❧❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥V̇w✐✵✳❚❤✐✐✐♥✉✐✐✈❡❜❡❝❛✉❡✱
✇❤❡♥ ❤❡❡✐♥♦❢✐❝✐♦♥✇✐❤ ❤❡❣♦✉♥❞✱ ❤❡ ♦ ✉❡♣♦✈✐❞❡❞♦❤❡✇❤❡❡❧
❝♦♥✐❜✉❡♦♥❧②♦✐♥❝❡❛❡✐ ♦❛✐♦♥❛❧♣❡❡❞✱ ❤❡❡❢♦❡♦♥❧②❤❡✐♥❡ ✐❛♦❢
❤❡✇❤❡❡❧✐ ♣❡❝❡✐✈❡❞✳ ❲❤❡♥❤❡❡✐❢✉❧❛❞❤❡✐♦♥❜❡✇❡❡♥ ❤❡②❡❛♥❞❤❡
❣♦✉♥❞✱❤❡✈❡❤✐❝❧❡❛❝❝❡❧❡❛❡ ♦❣❡❤❡✇✐❤❤❡✇❤❡❡❧❛♥❞❤❡✐♥❡ ✐❛♦❢❜♦❤
❤❡❜♦❞②❛♥❞❤❡✇❤❡❡❧✐♣❡❝❡✐✈❡❞✳❊✉❛✐♦♥✺✳✸✾✐♦❢❡♥✐♠♣❧✐✜❡❞✉♥❞❡
❤❡❛ ✉♠♣✐♦♥❤❛ |ηFz| ≫mV̇w✱❛❡①♣❡❡❞❜②❊✉❛✐♦♥✺✳✹✵✭❍♦✐✱
❚♦②♦❞❛✱❛♥❞❚✉✉♦❦❛✶✾✾✽✮✳
vw
fm
≈
1
jω[m(1−Λt)+Mw]
✭✺✳✹✵✮
❋♦♠❊✉❛✐♦♥✺✳✹✵✐❛♣♣❡❛ ✈❡②❝❧❡❛ ❤❛ ❤❡❛♣♣❛❡♥✐♥❡✐❛❝❤❛♥❣❡
❜❡✇❡❡♥Mw❛♥❞(m+Mw)✱❢♦❞✐✛❡❡♥✈❛❧✉❡♦❢❧✐♣❛✐♦✳■ ✐♠♣❧❡❢♦♠
✐ ❤❡♠❛✐♥ ❡❛♦♥✇❤②❊✉❛✐♦♥✺✳✹✵✐♦❢❡♥✉❡❞♦❡✐♠❛❡❤❡ ❧✐♣❛✐♦
❢♦♠❤❡✇❤❡❡❧❡♣♦♥❡♦❛❣✐✈❡♥♦ ✉❡✳ ❧❡❛❡♥♦❡❤❛ ❤❡❛♣♣♦①✐♠❛✐♦♥
|ηFz|≫mV̇w ❞♦❡♥♦❤♦❧❞✇❤❡♥η✐❝❧♦❡♦✵✱✇❤✐❝❤✐✇❤❡♥ ❤❡♠❛①✐♠✉♠
♦❢❤❡❛✈❛✐❧❛❜❧❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡❢♦❝❡✐❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡❣♦✉♥❞✳■♥❤❛❝❛❡✱
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✵✳✷Hz❛♥❞✶✵Hz✳❚❤❡❡✉❧ ♦❢❤❡✐♠✉❧❛✐♦♥❛❡❞✐❝✉❡❞✐♥❤❡❢♦❧♦✇✐♥❣
✉❜❡❝✐♦♥✳
❚❛❜❧❡✺✳✶✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧♣❛❛♠❡❡ ✉❡❞✐♥✐♠✉❧❛✐♦♥
m ✷✺✵kg
Iwy ✶kg∗m
2
Re ✵✳✸m
✺✳✼✳✶ ▼♦❞✉❧❛✐♦♥❋❡✉❡♥❝②♦❢✷❍③
❋✐❣✉❡✺✳✸❤♦✇ ❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡❛♣♣❧✐❡❞♦❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧✱❛♥❞❤❡❡✉❧✲
✐♥❣✐♥❝❡❛❡♦❢❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞❛♥❞❤❡✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✇✐❤❤❡✐♠❡✳❋✐❣✉❡✺✳✸
❝❧❡❛❧②❤♦✇ ❤❡❝♦✐♥✉♦✐❞❛❧♦❝✐❧❛✐♦♥✭❛❛❢❡✉❡♥❝②♦❢✷Hz✮♦❢♦ ✉❡✱
✉♣❡♣♦❡❞♦✐ ❝♦♥✐♥✉♦✉✈❛❧✉❡✭✷✵✵Nm✮✱❛❧❤♦✉❣❤✐♥❤❡✜❣✉❡❤❡♦ ✉❡
✐ ❝❛❧❡❞♦❜❡❡♣❡❡♥❡❞❛❛♠♦✐✈❡❢♦❝❡✳❚❤❡❛♠♣❧✐✉❞❡♦❢❤❡♦ ✉❡♦✲
❝✐❧❛✐♦♥✐✺Nm✱✇❤✐❝❤ ❛♥❧❛❡✐♥♦❛♥♦❝✐❧❛✐♦♥♦❢❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡♦❢
❛♣♣♦①✐♠❛❡❧②✶✻N✭✺Nm/Re✮✳❚❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞❛♥❞❤❡✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞❡❡♠
♦❧✐♥❡❛❧②✐♥❝❡❛❡✇✐❤❤❡✐♠❡✳■♥❡❛❧✐②✱❤❡②❛❡❛❧♦♦❝✐❧❛✐♥❣❜❡❝❛✉❡
♦❢❤❡♦❝✐❧❛✐♦♥✐♥❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡✳❍♦✇❡✈❡✱❤❡♦❝✐❧❛✐♦♥❝❛♥♥♦❜❡❡❡♥
✶✸✶
❋✐❣✉❡✺✳✸✿❚❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡❝❛✉❡ ❛❝♦♥✐♥✉♦✉✐♥❝❡❛❡♦❢❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞❛♥❞
❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡❡❞❞✉✐♥❣❤❡ ✐♠✉❧❛✐♦♥✐♠❡❀❜♦❤❤❡ ♣❡❡❞ ♣❡❡♥❛
❝♦♥✐♥✉♦✉♦❝✐❧❛✐♦♥❛♦✉♥❞❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②✱❜✉ ❤✐ ✐♥♦
✈✐✐❜❧❡❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡❝❛❧❡♦❢❤❡♣❧♦
❛ ❤❡ ❝❛❧❡♦❢❤❡♣❧♦ ✐♥❋✐❣✉❡✺✳✸✳ ❚❤❡❞✐✛❡❡♥❝❡✐♥❧♦♣❡❜❡✇❡❡♥ ❤❡
✐♥❝❡❛❡♦❢❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞❛♥❞❤❡✐♥❝❡❛❡♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡♣❡❡❞✐❡①♣❡✐♦♥
♦❢❤❡❝♦♥ ❛♥ ❧✐♣❛✐♦✱✇❤✐❝❤❝♦❡♣♦♥❞ ♦❛❝♦♥❛♥ ❡❧❛✐✈❡❞✐✛❡❡♥❝❡
❜❡✇❡❡♥ ❤❡✇♦ ♣❡❡❞✳
❇❡❝❛✉❡❤❡♥♦♠❛❧❢♦❝❡✐❝♦♥❛♥❛Fz=mg✱❤❡♣♦❥❡❝✐♦♥♦❢❤❡
♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥♦♥❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝❡ ❛♦✉♥❞❛ ❛❜❧❡♣♦✐✐♦♥❛
♦♦♥❛ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦Λt ❡ ♦❛ ❛❜❧❡✈❛❧✉❡✳■♥ ❤♦ ✱❜♦❤ ❤❡ ❛❣❡
♦❢ ❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥✱Λt❛♥❞ηFz✱❡❛❝❤❛ ❛❜❧❡✈❛❧✉❡❛❢❡❛ ✉✐❝❦ ❛♥✐❡♥
✶✸✷
❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ●❘❖❯◆❉❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❊❙❚■▼❆❚■❖◆
❛ ❤❡❜❡❣✐♥♥✐♥❣♦❢ ❤❡ ✐♠✉❧❛✐♦♥✳■✐✐♠♣♦❛♥ ♦♥♦✐❝❡❤❛✱❛❝❝♦❞✐♥❣
♦❊✉❛✐♦♥✺✳✷✹❛♥❞✺✳✷✺✱ ❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥❛♦✉♥❞✇❤✐❝❤ ❤❡ ❛♥❢❡
❢✉♥❝✐♦♥✐❧✐♥❡❛✐❡❞❞❡♣❡♥❞♦♥❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞✳ ❇❡❝❛✉❡❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞
✐❝♦♥✐♥✉♦✉❧②✐♥❝❡❛✐♥❣✱❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✐❛❧♦♠♦✈✐♥❣✱ ♦❣❡❤❡ ✇✐❤
p1❛♥❞z1✳ ❚❤✐✐ ✉❡ ❡❣❛❞❧❡ ❢♦♠ ❤❡❢❛❝ ❤❛ ❤❡♣♦❥❡❝✐♦♥♦❢❤❡
♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥♦♥❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝❡❛❝❤❡❛ ❛❜❧❡♣♦✐✐♦♥✳
❚❤❡♦❝✐❧❛✐♦♥✉♣❡♣♦❡❞♦❤❡❝♦♥✐♥✉♦✉♠♦✐✈❡❢♦❝❡❛♥❞❤❡❡✉❧✐♥❣
♦❝✐❧❛✐♦♥✐♥❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞✱✜❧❡❡❞❢♦♠ ❤❡❝♦♥✐♥✉♦✉❝♦♠♣♦♥❡♥✱❛❡
❤♦✇♥✐♥❋✐❣✉❡✺✳✹✳ ❚❤❡❡❛❡ ❤❡✐♥♣✉ ❛♥❞ ❤❡♦✉♣✉ ♦❢ ❤❡ ❛♥❢❡
❢✉♥❝✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧✱❧✐♥❡❛✐❡❞❛♦✉♥❞❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✳❚❤❡❛✐♠
♦❢❤❡♣♦♣♦❡❞❛♣♣♦❛❝❤✐ ♦✉❡❤❡❡✇♦ ✐❣♥❛❧ ♦❡✐♠❛❡❤❡♣♦❧❡p1
❛♥❞❤❡③❡♦z1♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✳❋♦♠❤❡♠✱❛♥❞❢♦♠❤❡♠❡❛✉❡
♦❢❤❡❧❛❣❡✲✐❣♥❛❧✈❛❧✉❡♦❢❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✭✐❣♥♦✐♥❣❤❡♠❛❧✲✐❣♥❛❧♣❡✐♦❞✐❝
✈❛✐❛✐♦♥✮✱✐✇✐❧❜❡♣♦ ✐❜❧❡♦❝❛❧❝✉❧❛❡❤❡ ❧✐♣❛✐♦Λt❛♥❞❤❡❞❡✐✈❛✐✈❡
♦❢ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ②❡❢♦❝❡❜②❡♣❡❝ ♦ ❤❡ ❧✐♣❛✐♦ηFz✱❛❝❝♦❞✐♥❣ ♦
❊✉❛✐♦♥✺✳✸✺❛♥❞✺✳✸✻✳
■✐✇♦ ❤ ♣❡♥❞✐♥❣❛❢❡✇✇♦❞ ❛❜♦✉ ❤❡ ✐♠✐♥❣♦❢❤❡ ✐♠✉❧❛✐♦♥✳■♥
♦❞❡ ♦❡✈❛❧✉❛❡❤❡❡✛❡❝ ♦❢♠❡❛✉❡♠❡♥ ❛♠♣❧✐♥❣♦♥ ❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥✱■
✐❡❞❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥❛❧❣♦✐❤♠❛❞✐✛❡❡♥ ❛❡♦❢❡①❡❝✉✐♦♥✳❋✐ ✱
■ ❛❡❞✇✐❤✶ms✱✇❤✐❝❤✐❛✈❛❧✉❡❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡❜② ♠♦ ♦❢ ❤❡❝❤❡❛♣❡
♠✐❝♦❝♦♥♦❧❡✳■♥♦❞❡ ♦❤❛✈❡❛ ❡❧✐❛❜❧❡✐♠✉❧❛✐♦♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡♠♦❞❡❧
✭✇❤✐❝❤✐❝♦♥✐♥✉♦✉✐♥✐♠❡✮■❞❡❝✐❞❡❞♦✉❡❛✈❡② ❤♦ ✐♠✉❧❛✐♦♥ ❡♣
❝♦♠♣❛❡❞♦ ❤❡❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❤❡ ② ❡♠✱ ❡✐♥❣✐ ♦✶✵µs✳ ❯✐♥❣❤❡❡
❡✐♥❣❛♥❞❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②♦❢✷Hz✱■♦❜❛✐♥❡❞❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢p1
❛♥❞z1✇❤✐❝❤✐ ❤♦✇♥✐♥❋✐❣✉❡✺✳✺✳
❚❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥❛❧❣♦✐❤♠ ❛❦❡ ❛✇❤♦❧❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞♦
♣♦❞✉❝❡❛♥②♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❡✉❧✱❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡✐♥❡❣❛❧✐♥❊✉❛✐♦♥✺✳✸✶❛♥❞
✺✳✸✷✳❚❤✐✐ ❤❡❡❛♦♥✇❤②❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥❡✉♥✉♥❛❝❝❡♣❛❜❧❡✈❛❧✉❡❞✉✐♥❣
❤❡✐♥✐✐❛❧✵✳✺s✳■✐❛❧♦❤❡ ❡❛♦♥❜❡❤✐♥❞❤❡❞❡❧❛②❜❡✇❡❡♥ ❤❡✐♥ ❛♥❛✲
♥❡♦✉ ♣❛❛♠❡❡ ♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✭❤❡♣♦❧❡p1❛♥❞❤❡③❡♦z1✮❛♥❞
❤❡✐ ❡✐♠❛❡❞❝♦✉♥❡♣❛ ✳■♥❢❛❝✱❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥❛❧❣♦✐❤♠❝♦♠♣✉❡❛❧
❤❡♠❡❛✉❡♠❡♥ ♦❢ ❤❡✇❤❡❡❧ ♣❡❡❞ ❛❦❡♥❞✉✐♥❣❤❡❧❛ ♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✲
✐♦❞✱❤❡♥❝❡✐ ♦✉♣✉ ❝♦❡♣♦♥❞ ♦♦♠❡❤✐♥❣ ✐♠✐❧❛ ♦❛♥❛✈❡❛❣❡♦❢❤❡
✐♥❛♥❛♥❡♦✉♣❛❛♠❡❡ ♦❢❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥❞✉✐♥❣❤✐ ✐♠❡✳❋✐❣✉❡✺✳✺
❤♦✇ ❤❛ ❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦✉♣✉❧❛❣❜❡❤✐♥❞❤❡✐♥ ❛♥❛♥❡♦✉✈❛❧✉❡♦❢❤❡
♣❛❛♠❡❡ ❜②❛❧✐ ❧❡❧❡ ❤❛♥❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✭✵✳✺s✮✱❛❡①♣❡❝❡❞✳■♥
♦❞❡ ♦❡❞✉❝❡❤✐❞❡❧❛②✱✐✐♥❡❝❡ ❛②♦✉❡❛❤✐❣❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②✳
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♥♦ ❛❧✇❛② ❡♥♦✉❣❤♦♣♦❞✉❝❡❛♥❛❝❝✉❛❡❡✐♠❛✐♦♥✳ ❚❤❡♥❡❡❞❢♦ ✉❝❤❛
❤✐❣❤♥✉♠❜❡♦❢❛♠♣❧❡✐❛♥✐♥❞✐❝❛✐♦♥♦❢❤❡❤✐❣❤❡♥✐✐✈✐②♦❢❤❡♣♦♣♦❡❞
❛❧❣♦✐❤♠ ♦❞✐❝❡✐❛✐♦♥✱❛❧❡❛ ✉♥❞❡ ♣❡❝✐✜❝❝♦♥❞✐✐♦♥✳■✇✐❧♥♦✇ ②
♦✐❞❡♥✐❢②❤❡❝✐✐❝❛❧❝♦♥❞✐✐♦♥✇❤❡♥ ❤✐✐ ✉❡✳
■♥❙❡❝✐♦♥✺✳✺■♣♦♣♦❡❞♠②❡✐♠❛✐♦♥❛♣♣♦❛❝❤✱✇❤✐❝❤✐❜❛❡❞♦♥❤❡
❢❛❝ ❤❛ ❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥♦❢❤❡② ❡♠✈❡❤✐❝❧❡✲❣♦✉♥❞♣❡❡♥ ❛♣♦❧❡✐♥
③❡♦✱❛♥❡❣❛✐✈❡♣♦❧❡❛♥❞❛♥❡❣❛✐✈❡③❡♦✳ ❚❤❡♥❡❣❛✐✈❡♣♦❧❡❛♥❞❤❡♥❡❣❛✲
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❍♦✇❡✈❡✱✐♥❙❡❝✐♦♥✺✳✻■❤❛✈❡❞❡♠♦♥ ❛❡❞❤♦✇✱✉♥❞❡ ♣❡❝✐✜❝❝♦♥❞✐✐♦♥✱
❤❡② ❡♠❜❡❤❛✈❡✈❡②✐♠✐❧❛❧②♦❛ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✇✐❤♦♥❧②♦♥❡♣♦❧❡❛♥❞
♥♦③❡♦✳■❢❤✐✇❛ ❤❡❝❛❡✱❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢ηFz❛♥❞Λt✉✐♥❣❤❡♣♦♣♦❡❞
❛♣♣♦❛❝❤✇♦✉❧❞ ❡✉✐❡❛✈❡②❤✐❣❤❛❝❝✉❛❝②✐♥❤❡❝❛❧❝✉❧❛✐♦♥✱❣✐✈❡♥❤❛
❤❡❝♦♥✐❜✉✐♦♥♦❢❤❡③❡♦✇♦✉❧❞❜❡♠✐♥✐♠❛❧✳ ❚❤❡❝✐✐❝❛❧❝♦♥❞✐✐♦♥❛❡
ω
z1
≫ 1♦1≫ ωz1✱✇❤✐❝❤❧❡❛✈❡❛❧✐♠✐❡❞❝❤♦✐❝❡♦❢♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝✐❡
❤❛❛❡✉✐❛❜❧❡❢♦ ❤❡♣♦♣♦❡❞❛♣♣♦❛❝❤✳❇②❞❡✜♥✐♥❣❛♥❛❝❝❡♣❛♥❝❡❢❛❝♦
k✱✇❤✐❝❤❞❡♣❡♥❞♦♥❤❡❛❝❝❡♣❛❜❧❡❡♦✐♥❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥✱❛✉✐❛❜❧❡♠♦❞✉✲
❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②❤❛ ♦❜❡❝❤♦❡♥❜❡✇❡❡♥−z12πk❛♥❞−
z1k
2π✳❋✐❣✉❡✺✳✶✶❤♦✇
❤❡❛❝❝❡♣❛❜❧❡ ❛♥❣❡♦❢♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝✐❡ ❢♦ ❤❡♣♦♣♦❡❞✐♠✉❧❛✐♦♥✱
✇❤✐❝❤✈❛✐❡✇✐❤❤❡✐♠❡✱❝♦♥✐❞❡✐♥❣❛♥❛❝❝❡♣❛♥❝❡❢❛❝♦♦❢✸✳■✐✐♠♣♦✲
❛♥ ♦♥♦✐❝❡❤❛❛♥❛❝❝❡♣❛♥❝❡❢❛❝♦♦❢✶❞♦❡♥♦❣✉❛❛♥❡❡❛♥❡♦✲❢❡❡
❡✐♠❛✐♦♥✱❜❡❝❛✉❡❤❡❡ ♦ ✐♥❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥❛❧✇❛②❞❡♣❡♥❞♦♥❤❡❧✐♠✐❡❞
❡♣❡❡♥❛✐♦♥♦❢❤❡✈❛❧✉❡✱♦♥❤❡❡♦❧✉✐♦♥♦❢❤❡❛♠♣❧❡✱♦♥❤❡♥✉♠❜❡♦❢
❛♠♣❧❡♣❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞❛♥❞✱♠♦❧②✐♠♣♦❛♥❧②✱♦♥❤❡♠❡❛✉❡♠❡♥
♥♦✐❡❣❡♥❡❛❡❞❜②❤❡♣❤②✐❝❛❧② ❡♠✳ ♦❡♥✐❛❧②✱❛♥②♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②
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❼❚❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝② ❤♦✉❧❞❜❡❛ ❝❧♦❡❛♣♦ ✐❜❧❡♦ ❤❡✈❛❧✉❡
−z12π✱✐♥♦❞❡ ♦❡①❝✐❡❤❡② ❡♠✈❡❤✐❝❧❡✲❣♦✉♥❞❛ ❤❡❢❡✉❡♥❝②✇❤❡❡
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❡✐♠❛✐♦♥✱❣✐✈❡♥❤❛ ✺s✐❛♣❡✐♦❞♦♦❧❛❣❡ ♦❡①♣❡❝ ❤❛ ❤❡♦♣❡❛✲
✐♥❣♣♦✐♥✇♦✉❧❞♥♦ ♠♦✈❡ ✉❜ ❛♥✐❛❧②❞✉✐♥❣❤✐ ✐♠❡✭❤❡✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡❡❞
♠✐❣❤ ✈❛②❀ ❤❡ ❤♦❧❡♣♦✐✐♦♥✱❛♥❞♦❤❡ ♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞✱♠✐❣❤✈❛②❀ ❤❡
❣♦✉♥❞❝♦♥❞✐✐♦♥♠✐❣❤ ✈❛②✮✳ ❲✐❤ ❤✐ ✐♥♠✐♥❞✱■❞❡❝✐❞❡❞♥♦ ♦♣❡❡♥
❛✐♠✉❧❛✐♦♥✉✐♥❣❛♥❡✈❡♥❧♦✇❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②✳■❜❡❧✐❡✈❡ ❤✐ ♥♦ ♦
❜❡♥❡❝❡ ❛②♦♣♦✈❡❤❛✱❜②❢✉❤❡❧♦✇❡✐♥❣❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②✱❤❡
❛❝❝✉❛❝②♦❢❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥✇✐❧❡✈❡♥✉❛❧②❞❡❡✐♦❛❡✳■✐✐♥❢❛❝✐♥✲
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✇♦✉❧❞❜❛✐❝❛❧②❜❡③❡♦✱❛♥❞❤❡♦♥❧②♦❜❡✈❛❜❧❡♣❛❛♠❡❡✇♦✉❧❞❜❡ ❤❡❣❛✐♥
❜❡✇❡❡♥ ❤❡✇♦♦❝✐❧❛✐♦♥✳❚❤❡❡✐♥♦♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧♦♣❡❛✐♦♥❤❛❛❧♦✇
❢♦❛♥❡✐♠❛✐♦♥♦❢✇♦♣❛❛♠❡❡ ✇❤❡♥♦♥❧②♦♥❡♣❛❛♠❡❡✐♦❜❡✈❛❜❧❡❀
❤❡❡❢♦❡❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢ηFz❛♥❞Λt✇♦✉❧❞❜❡✐♠♣♦ ✐❜❧❡✳
■♥❡❛❞♦❢♣✉❤✐♥❣ ❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝② ♦❡①❡♠❡❧②❧♦✇✈❛❧✉❡✱■
❜❡❧✐❡✈❡✐✐♠♦❡✐♥❡❡✐♥❣♦❤♦✇❤❡❡✉❧ ♦❢❛✐♠✉❧❛✐♦♥✉✐♥❣❛♠♦❡
♣❛❝✐❝❛❧♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②✱✉❝❤❛✶✵Hz✳❚❤❡❡✉❧ ♦❢❤✐ ✐♠✉❧❛✐♦♥✱
✉✐♥❣❛❛♠♣❧✐♥❣♣❡✐♦❞♦❢✷✵✵µs✐♥♦❞❡ ♦❤❛✈❡✺✵✵❛♠♣❧❡♣❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥
♣❡✐♦❞✱❛❡❤♦✇♥✐♥❋✐❣✉❡✺✳✶✻❛♥❞✺✳✶✼✳
❋✐❣✉❡✺✳✶✻❤♦✇ ❛❧♠♦ ♥♦❧❛❣❜❡✇❡❡♥ ❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢p1❛♥❞z1❛♥❞
❤❡✐✐♥❛♥❛♥❡♦✉✈❛❧✉❡✳❆❝✉❛❧②✱❤❡❡✐❛❧❛❣♦❢♦✉❣❤❧②✵✳✶s✱❛❡①♣❡❝❡❞
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♦♥❝❡❛❣❛✐♥♣❡②❛❝❝✉❛❡❛ ❤✐❧❡✈❡❧♦❢❝❛❧❡✳❆❋✐❣✉❡✺✳✶✼❤♦✇✱❤♦✇❡✈❡✱
❤❡❡❛❡✉❜ ❛♥✐❛❧❡♦ ✐♥❤❡❝❛❧❝✉❧❛✐♦♥♦❢ηFz❛♥❞Λt✱❡✈❡❛❧✐♥❣❤❛
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♦✛✲❛❣❡✱✇✐❤❛❡❧❛✐✈❡❡♦♦❢♠♦❡❤❛♥✻✵✵✪✳
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❡❧❡❝✐❝♠♦♦ ✭❤✐❣❤❡♦❧✉✐♦♥♣♦✐✐♦♥❡♥♦✱♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡❝♦❣❣✐♥❣♦ ✉❡✮❛♥❞
♠♦♦❝♦♥♦❧❡ ✭✈❡②❤✐❣❤ ❲▼❢ ❡✉❡♥❝②✲✷✵kHz❛♥❞❛❜♦✈❡✲♦♠✐♥✐♠✐❡
♦ ✉❡✐♣♣❧❡✱♣♦❡♥✐❛❧②✉✐♥❣❛♥❋●❆ ♦♠✐♥✐♠✐❡❤❡❡①❡❝✉✐♦♥♣❡✐♦❞♦❢
❤❡♦ ✉❡❝♦♥♦❧❛♥❞❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥❛❧❣♦✐❤♠✲❛♦✉♥❞✶✵µs✮✳■❢
❡♥❝♦✉❛❣✐♥❣❡✉❧ ❛❡♦❜❛✐♥❡❞✱✐✇♦✉❧❞ ❤❡♥❜❡♣♦ ✐❜❧❡♦❞♦✇♥❣❛❞❡❤❡
✈❡❤✐❝❧❡♦✉❡♠♦❡♦❞✐♥❛②✭❛♥❞❧❡ ❡①♣❡♥✐✈❡✮❝♦♠♣♦♥❡♥✳
❚❤❡❝❤♦✐❝❡♦❢ ❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②✐ ❛♥♦❤❡ ♣♦❜❧❡♠❤❛ ♥❡❡❞ ♦
❜❡❝❛❡❢✉❧②❛❞❞❡❡❞❢♦❛♦❜✉ ✐♠♣❧❡♠❡♥❛✐♦♥♦❢❤❡♣♦♣♦❡❞❛❧❣♦✐❤♠✳
❚❤❡ ❡✉❧ ♣❡❡♥❡❞✐♥❙❡❝✐♦♥✺✳✼❛❡❡♥❝♦✉❛❣✐♥❣✐♥❤✐ ❡❣❛❞✱❜❡❝❛✉❡
❤❡②♣♦✈❡❤❛ ❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢z1♣♦✈✐❞❡❢✉♥❞❛♠❡♥❛❧✐♥❢♦♠❛✐♦♥❛❜♦✉
❤❡❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❤❡ ② ❡♠✈❡❤✐❝❧❡✲❣♦✉♥❞❛ ❤❡❝✉ ❡♥♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✱
✇❤✐❝❤❝❛♥❜❡✉❡❞♦❡❧❡❝❛✉✐❛❜❧❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②✳■♥❛❞❞✐✐♦♥✱❤❡
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❢❡✉❡♥❝②✳❇❛❡❞♦♥❤❡❡ ✐♠❛❡❞z1✱❤❡♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②❝♦✉❧❞❤❡♥❜❡
✉♥❡❞♦❛♠♦❡✉✐❛❜❧❡✈❛❧✉❡✱✇❤✐❝❤✐♥✉♥✇✐❧✐♠♣♦✈❡❤❡❛❝❝✉❛❝②♦❢❤❡
❡✐♠❛✐♦♥✳■✇♦✉❧❞ ❤❡❡❢♦❡❜❡♣♦✐❜❧❡♦❡❛❜❧✐❤❛❝②❝❧✐❝♣♦❝❡ ✇❤❡❡
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❚❤❡♣♦♣♦❡❞❛♣♣♦❛❝❤✐❜❛❡❞♦♥❤❡❛ ✉♠♣✐♦♥❤❛ ❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛✲
❛❝❡✐✐❝❜❡✇❡❡♥ ❤❡②❡❛♥❞❤❡❣♦✉♥❞❞♦❡♥♦ ✈❛②✇✐❤ ❤❡❡①❝✐❛✐♦♥
❢❡✉❡♥❝②♦❢ ❤❡ ② ❡♠✳■♥❡❛❧✐②✱❤❡❢✐❝✐♦♥❝❤❛❛❝❡✐✐❝✐✉✉❛❧②♠❡❛✲
✉❡❞✐♥ ❡❛❞②✲❛❡❝♦♥❞✐✐♦♥✱❛♥❞✐❝♦✉❧❞✇❡❧✈❛②❝♦♥✐❞❡❛❜❧②✇✐❤❤❡
♠♦❞✉❧❛✐♦♥❢❡✉❡♥❝②✳ ❚❤✐ ✐ ✉❡❧② ✉❡❛ ✈❡②❤✐❣❤❢❡✉❡♥❝②✱✇❤❡❡❤❡
✈❛✐❛✐♦♥✐♥❤❡ ❡❛❞✭❡❛❞♣❛❡♥✮❛♥❞✐♥❤❡❣♦✉♥❞✭♠✐♥❡❛❧❛❣❣❡❣❛❡✐♥
❛♣❤❛❧❝♦♥❝❡❡✮❝❛♥♥♦❜❡✐❣♥♦❡❞✳❍♦✇❤✐❛✛❡❝ ❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥
❛♣♣♦❛❝❤❤❛ ♦❜❡✐♥✈❡✐❣❛❡❞✳
❊✈❡♥✐❢ ❤❡♣♦♣♦❡❞♠♦❞❡❧♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✲❣♦✉♥❞♣♦✈❡ ♦❜❡❛❡❧✐❛❜❧❡
✶✺✹
❈❍❆ ❚❊❘✺✳ ●❘❖❯◆❉❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❊❙❚■▼❆❚■❖◆
♠♦❞❡❧✱ ❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥❛♣♣♦❛❝❤❡❧✐❡♦♥✇♦♦♣❡❛✐♦♥❛❧❝♦♥ ❛✐♥✿
❼❚❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥(Λt,Vw,Fm,Fext,Fx)✱✇❤✐❝❤✐ ❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ❤❡
❡✐♠❛✐♦♥✱❤♦✉❧❞♥♦ ✈❛②❝♦♥✐❞❡❛❜❧②❞✉✐♥❣❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✳
❚❤✐ ✐ ❤❡❝✐✐❝❛❧❡✉✐❡♠❡♥ ❤❛ ❛❧♦✇ ♦❛♣♣♦①✐♠❛❡❤❡ ② ❡♠
✈❡❤✐❝❧❡✲❣♦✉♥❞✇✐❤❛❧✐♥❡❛ ② ❡♠✳
❼❚❤❡ ✐♠❡❞❡✐✈❛✐✈❡♦❢❤❡❧✐♣❛✐♦❤♦✉❧❞❜❡✱♦♥❛✈❡❛❣❡❞✉✐♥❣❛♠♦❞✲
✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✱❡✉❛❧♦③❡♦✭Λ̇t≈0✮✳❚❤✐❛✉♠♣✐♦♥✇❛✐♥♦❞✉❝❡❞
✐♥❙❡❝✐♦♥✺✳✺✱✐♥♦❞❡ ♦✐♠♣❧✐❢②❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥♦❢❤❡ ② ❡♠
✈❡❤✐❝❧❡✲❣♦✉♥❞✳
❚❤❡ ❡✉❧ ♣❡❡♥❡❞✐♥❙❡❝✐♦♥✺✳✼♣♦✈❡❛❧❡❛❞②❤❛ ❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥
❛❧❣♦✐❤♠✐❢❛✐❧②♦❜✉ ❛❣❛✐♥ ❝❤❛♥❣❡✐♥❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞Vw✭✐♥❤❡✐♠✉❧❛✲
✐♦♥✱❤❡✈❡❤✐❝❧❡✐✉♥❞❡❝♦♥❛♥❛❝❝❡❧❡❛✐♦♥✮✱✇✐❤❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥❡✉♥✐♥❣
❛♥♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✇❤✐❝❤✐ ♦✉❣❤❧②❤❡❛✈❡❛❣❡♦❢❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥ ❞✉✐♥❣
❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✳❚❤✐✈❛✐❛✐♦♥✐♥❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞❞♦❡♥♦❝♦♠♣♦♠✐❡
❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢ηFz❛♥❞Λt✱✇❤✐❝❤✐♥❤❡ ✐♠✉❧❛✐♦♥❛❡❝♦♥❛♥❢♦❡✈❡②
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❤❛♥❤❡♠❛❧✈❛✐❛✐♦♥♦❢❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✳■❢❤❡❧✐♣❛✐♦✈❛✐❡❞✉✐♥❣
❛♠♦❞✉❧❛✐♦♥♣❡✐♦❞✱❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥✇✐❧♣♦❞✉❝❡❛♥❡♦✐♥❤❡❝❛❧❝✉❧❛✐♦♥
✭❞✉❡♦❤❡❢❛❝ ❤❛ ❤❡❢♦♠✉❧❛ ❞❡✐✈❡❞✐♥❙❡❝✐♦♥✺✳✺❛❡❜❛❡❞♦♥❤❡❛✲
✉♠♣✐♦♥❤❛ Λ̇t=0✮❤❛ ❛❞❞ ♦❤❡❡ ♦❞✉❡ ♦❤❡♥♦♥✲❧✐♥❡❛✐②♦❢❤❡
② ❡♠✭✇❤❡♥Λ̇t=0✱❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✐♠♦✈✐♥❣✮✳❇❡❝❛✉❡❤❡✈❛✐❛✐♦♥♦❢
❤❡❧✐♣❛✐♦❝❛♥❜❡❝❛✉❡❞❜②♠❡❛✉❛❜❧❡✈❛✐❛❜❧❡✭❤❡♠♦✐✈❡❢♦❝❡Fm✮❛
✇❡❧❛ ✉♥♠❡❛✉❛❜❧❡✈❛✐❛❜❧❡✭❤❡❡①❡♥❛❧❢♦❝❡Fext♦ ❤❡❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧②❡
❢♦❝❡Fx✱✇❤✐❝❤✐❞❡♣❡♥❞❡♥♦♥❤❡❣♦✉♥❞❝♦♥❞✐✐♦♥✮✱✐✐♥♦ ♣♦ ✐❜❧❡♦
❛✈♦✐❞❤❡✐✉❛✐♦♥✐♥✇❤✐❝❤❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥✇✐❧♥♦♣♦❞✉❝❡❡❧✐❛❜❧❡
❡✉❧ ✳ ◆♦♥❡❤❡❧❡ ✱✐✐♥❡❝❡ ❛②♦❞❡❡❝ ❤❡❡✐✉❛✐♦♥✱✐♥♦❞❡ ♦❜❡
❛❜❧❡♦✐❣♥♦❡❤❡ ❡✉❧ ♦❢❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥✳ ❆♣♦✐❜❧❡♦❧✉✐♦♥✇♦✉❧❞❜❡♦
♠♦♥✐♦ ❤❡♦❛❧❤❛♠♦♥✐❝❞✐ ♦✐♦♥♦❢❤❡ ② ❡♠✳■♥❢❛❝✱✐♥② ❡♠ ❤❛
❛❡♣❡❢❡❝❧②❧✐♥❡❛✱❛♥②✐♥✉♦✐❞❛❧✐♥♣✉♣♦❞✉❝❡❛♣✉❡❧②✐♥✉♦✐❞❛❧♦✉♣✉
❛ ❤❡❛♠❡❢❡✉❡♥❝②✭❤❡♣❤❛❡❛♥❞❤❡❛♠♣❧✐✉❞❡♠✐❣❤✈❛②✱❞❡♣❡♥❞✐♥❣♦♥
❤❡ ❛♥❢❡❢✉♥❝✐♦♥✮✱✇✐❤♦✉ ❣❡♥❡❛✐♥❣❝♦♥❡♥❛♦❤❡ ♣❡❝ ❛❧❢❡✉❡♥✲
❝✐❡✳❚❤✐♠❡❛♥ ❤❛ ❤❡♠♦❡❤❡♦❝✐❧❛✐♦♥✐♥❤❡✇❤❡❡❧♣❡❡❞✐❝❧♦❡♦❛
♣✉❡✐♥✉♦✐❞✱❤❡♠♦❡❤❡② ❡♠✈❡❤✐❝❧❡✲❣♦✉♥❞❜❡❤❛✈❡❛❛❧✐♥❡❛ ② ❡♠✱
❤❡❧❡ ❤❡♦♣❡❛✐♥❣♣♦✐♥✐♠♦✈✐♥❣✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤❡❧✐♣❛✐♦✮❛♥❞❤❡♠♦❡
❡❧✐❛❜❧❡❤❡❡✉❧ ♦❢❤❡♣♦♣♦❡❞❡✐♠❛✐♦♥❛❧❣♦✐❤♠✇♦✉❧❞❜❡✳
✺✳✾ ❙✉♠♠❛②
❊①♣❧♦✐✐♥❣❤❡❝❤❛❛❝❡✐✐❝♦❢❤❡❡❧❡❝ ✐❝♠♦♦✱✐❤❛❜❡❡♥❤♦✇♥❤♦✇❛
✐♠♣❧❡♠♦♦❝♦♥♦❧❡❝❛♥♦❜❛✐♥✐♥❢♦♠❛✐♦♥❛❜♦✉ ❤❡❡♥✈✐♦♥♠❡♥✇✐❤♦✉
✶✺✺
r❡q✉✐r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡✱ s✐♠♣❧② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ♠♦t♦r r❡s♣♦♥s❡✳ ❆ ♥♦✈❡❧
♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡ s❧✐♣ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
t②r❡ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❧✐♣ r❛t✐♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② t❤❡ r♦❛❞ s✉r❢❛❝❡✱ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ t②r❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s❧✐♣
r❛t✐♦ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐♣ ♦✛❡r❡❞ ❜②
t❤❡ r♦❛❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
t♦ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❛❞✱ t♦ ❛ss✐st t❤❡ ❞r✐✈❡r ✐♥
❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞❛♥❣❡r♦✉s s✐t✉❛t✐♦♥✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❝❤❡❛♣ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐✲
t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ st✉❞② ❤♦✇
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t♦rq✉❡ ✇♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡
❝♦♠❢♦rt ♦❢ ♣❛ss❡♥❣❡rs✳ ❚❤✐s ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡
t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
✶✺✻
❈❤❛♣❡✻
❈♦♥❝❧✉✐♦♥
✻✳✶ ❚❤❡❊①♣❡✐❡♥❝❡
❚❤✐ ❤❡✐ ✉♠♠❛✐❡❛❧ ♠②❡①♣❡✐❡♥❝❡❛ ❤❉ ✉❞❡♥✳■ ❡✈❡❛❧♠②♣❡✲
♦♥❛❧❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ ❤♦✉❣❤❛♠✐①✉❡♦❢❧✐❡❛✉❡❡✈✐❡✇✱♣❛❝✐❝❛❧❝♦♥✐❞❡❛✲
✐♦♥✱♦❢✇❛❡❛♥❞❤❛❞✇❛❡❞❡✐❣♥✱♠❛❤❡♠❛✐❝❛❧♠♦❞❡❧✐♥❣❛♥❞♣♦♣♦✐✐♦♥
♦❢♥♦✈❡❧❛♣♣♦❛❝❤❡✳❚❤❡♠♦ ✐♠♣♦❛♥ ♦♣✐❝♣❡❡♥❡❞✐ ❤❡❡ ✐♠❛✐♦♥♦❢
❤❡❣✐♣✇✐❤❤❡❣♦✉♥❞✱✉✐♥❣♦♥❧②✐♥❢♦♠❛✐♦♥❤❛✐ ②♣✐❝❛❧②❛✈❛✐❧❛❜❧❡♦
❤❡✈❡❤✐❝❧❡✉♣❡✈✐♦②✉♥✐✳❇❡❝❛✉❡♠②❛♣♣♦❛❝❤❡❧✐❡♦♥❤❡❦♥♦✇❧❡❞❣❡♦❢
❤❡ ♦ ✉❡❛♣♣❧✐❡❞ ♦❤❡❞✐✈❡♥✇❤❡❡❧✱✐✐♣❛ ✐❝✉❧❛❧②❢♦❝✉❡❞♦♥❡❧❡❝✐❝
✈❡❤✐❝❧❡✳■❤❛✈❡♣❡❡♥❡❞❛❣❡♥❡❛❧❢❛♠❡✇♦❦♦❡✐♠❛❡❤❡❣✐♣✇✐❤ ❤❡
❣♦✉♥❞✱♦❤❛❛♥②♦♥❡✐♥❡❡❡❞✐♥❤✐ ♦♣✐❝❝♦✉❧❞✉❡♠②❤❡✐❛❛ ❛✐♥❣
♣♦✐♥✱♦❞❡✈❡❧♦♣❡❝❤♥✐✉❡ ❤❛ ❛❡♥♦♥❡❝❡ ❛✐❧②❡❧❛❡❞♦❤❡♣♦♣♦❡❞
❛♣♣♦❛❝❤✳❋♦❝♦♠♣❧❡❡♥❡✱■❤❛✈❡ ✐❡❞♦❝♦✈❡❛❧ ❤❡❛♣❡❝ ♦❢❤✐ ♦♣✐❝✱
❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣✐♥❣✇❤❡♥♦♠❡♦❢❤❡♠❝♦✉❧❞♥♦❜❡❝♦✈❡❡❞❡①❤❛✉✐✈❡❧②✳■❞✐❞♠②
❜❡ ♦❝❧❡❛❧② ❛❡❤❡❧✐♠✐❛✐♦♥♦❢♠②❞❡✐❣♥❛♥❞♠②❛♣♣♦❛❝❤✱❤❡❣❛♣✐♥
♠② ❡✈✐❡✇✱❛♥❞■❤❛✈❡♥❡✈❡ ♣❛❡❞✉❣❣❡ ✐♦♥❢♦❢✉✉❡✐♥✈❡✐❣❛✐♦♥❛♥❞
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ ✳■✇♦✉❧❞♦❜✈✐♦✉❧②❤❛✈❡❧✐❦❡❞♦❞♦♠♦❡✱✐♥♦❞❡ ♦✈❛❧✐❞❛❡❤❡
✇❤♦❧❡❢❛♠❡✇♦❦✱❜✉■❤❛❞♦❡♣❡❝ ❤❡ ✐♠❡❝♦♥ ❛✐♥♦❢❛ ❤❉♣♦❥❡❝✳
▼②✇✐ ❤✐ ❤❛ ♦♠❡♣❡♦♣❧❡❝♦✉❧❞❡✉♠❡♠②✇♦❦✇❤❡❡■❤❛✈❡❧❡❢✐✱❛♥❞
♦■❤♦♣❡✇✐❤❤✐ ❤❡✐ ♦❤❛✈❡♠❛♥❛❣❡❞♦✇✐❡❞♦✇♥❛❧ ❤❡✐♥❢♦♠❛✐♦♥
✐♥♠②♣♦❡✐♦♥❤❛❝♦✉❧❞❡♥❝♦✉❛❣❡❛♥❞❢❛❝✐❧✐❛❡❤❡✐ ❛❦✳
❚❤❡ ❤❡✐ ❛ ❜②✐♥♦❞✉❝✐♥❣ ❤❡■❚❙♣♦❥❡❝✱❤❛ ♣♦✈✐❞❡❞ ❤❡♦❜✲
❥❡❝✐✈❡❛♥❞ ❤❡❢✉♥❞✐♥❣❢♦ ♠② ❤❉✭❡❡❈❤❛♣❡✶✮✳ ❚❤❡❛✐♠♦❢ ❤❡■❚❙
♣♦❥❡❝✐ ♦ ❛✐♥ ❤❉ ✉❞❡♥ ❛♦✉♥❞❤❡❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ ♦❢❛♥❛✉♦♥♦♠♦✉
❡❧❡❝✐❝✈❡❤✐❝❧❡✳ ▼②❝♦♥✐❜✉✐♦♥✇❛❝✉❝✐❛❧ ♦ ❤❡♣♦❥❡❝✱❛■❤❛❞♦❞♦
❛❧ ❤❡✇♦❦✐♥✈♦❧✈❡❞✇✐❤♠❛❦✐♥❣❤❡✈❡❤✐❝❧❡❣♦✱❜❡ ❡❡❛❜❧❡✱❛♥❞❜❡❛❜❧❡♦
❝❛②❤❡✈✐✐♦♥❡✉✐♣♠❡♥ ♦❜❡✉❡❞❜②♦❤❡ ✳ ❆ ❡✉❧ ■❤❛✈❡❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✉❡❢✉❧❦✐❧ ✐♥❞❡❛❧✐♥❣✇✐❤❞❡✐❣♥✱❝♦♠♣♦♥❡♥✐♥❡❣❛✐♦♥✱♣♦❥❡❝ ♠❛♥❛❣❡✲
♠❡♥✱✐♠❡❛♥❞❝♦ ❝♦♥ ❛✐♥✳❙✉❝❤❛♥❡①❝✐✐♥❣♣♦❥❡❝♣♦✈✐❞❡❞♠❡✇✐❤
❤❡♠♦✐✈❛✐♦♥♥❡❡❞❡❞♦♣✉❤❤❡❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥♦❢❤❡✈❡❤✐❝❧❡✳❙❛✐♥❣❢♦♠
❛♥❡❧❡❝♦♥✐❝❜❛❝❦❣♦✉♥❞✱■❜❡❝❛♠❡✐♥❡❡❡❞✐♥❝♦♠♣✉❡✈✐✐♦♥❛♥❞✈❡❤✐❝❧❡
❞②♥❛♠✐❝✱♠♦❧②❜❡❝❛✉❡♦❢❤❡❡❣✉❧❛❞✐❝✉✐♦♥✇✐❤♠②❝♦❧❡❛❣✉❡✳❚❤❡
❝❧❡❛ ❛❣❡♦❢❤❡♣♦❥❡❝❤❡❧♣❡❞✐♥♠❛✐♥❛✐♥✐♥❣❤❡❢♦❝✉ ♦❢♠②❡❡❛❝❤♦♥
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